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EINLEITUNG

Einleitung

Das von S. Hilger entwickelte Mafkettenkalkiil (siehe [Hil 88], [Hil 90], [Aul 90|, [Lak 96],
[Boh 00]) soll die diskrete und die kontinuierliche Differential- und Integralrechnung in einem
einzigen Kalkiil zusammenfassen. Hierbei wurde die Integration bisher lediglich als Umkehrung
der Differentiation betrachtet, d. h. man fiihrte das Integral einer Funktion in den Grenzen von
a bis b direkt als Differenz der Funktionswerte einer Stammfunktion ein (,,Cauchy-Integral®).
Hilger bemerkt ausdriicklich [Hil 90, Abschnitt 4.3, S. 37|, dass es nicht seine Absicht war, das
Integral auf maftheoretische Uberlegungen zu griinden.

Im Blick auf die Analogie zur gewohnliche Differentialrechnung ist jedoch die Frage berech-
tigt, ob sich auf Mafsketten nicht auch ein von der Differentiation unabhéngiger Integralbegriff
definieren 13ft, sei es nach Art des Riemann-Integrals, sei es mafstheoretisch nach Art des
Lebesgue-Integrals. In dieser Arbeit sollen derartige Zuginge zur Integration auf MaRkketten
beschrieben werden.

Ein zweites Anliegen dieser Arbeit ist es, das Mafskettenkalkiil in seiner bisher entwickelten
Form bis hin zur Integrationstheorie systematisch und mit ausfiihrlichen Beweisen darzulegen,
da eine derartige Darstellung bisher noch nicht vorliegt.

Im folgenden Abschnitt weise ich auf besondere Bezeichnungen hin, ansonsten setze ich die
iiblichen Definitionen und die grundlegenden Sitze der Logik, Mengenlehre, linearen Algebra,
Topologie, der gewdhnlichen eindimensionalen Analysis und der elementaren Maftheorie als
bekannt voraus. Alle dariiber hinausgehenden benétigten Sétze leite ich explizit her. Handelt
es sich bei einem Beweis um eine Uberarbeitung eines in der Literatur dargebotenen Beweises,
so ist das stets explizit angegeben, und zwar schreibe ich

— ,,Beweis nach NN*, wenn der in NN vorgefundene Beweis

nur leicht modifiziert wurde,

— ,Beweis (vgl. NN)*, wenn der in NN vorgefundene Beweis

erginzt oder genauer ausgefiihrt oder auf eine allgemeinere Situation iibertragen wurde.



NOTATION

Besonderheiten und Prazisierungen der Notation

Leermengen-Konvention fiir All-Aussagen

Des ofteren wird im folgenden von der in der Logik {iblichen Konvention Gebrauch gemacht,
dass fiir eine beliebige Aussageform A(x) die Aussage V x € () A(z) immer wahr ist, unabhingig
von den in A(x) inhaltlich beschriebenen Eigenschaften.

Konvention fiir Gleichungen

Hinsichtlich von Gleichungen iibernehme ich die folgende Konvention, die zuweilen Fallunter-
scheidungen iiberfliissig macht: sind 77, T> Terme, so bedeutet 71 = T5: wenn einer der beiden
Terme definiert ist, so auch der andere und dann bezeichnen beide dasselbe Objekt.

Das Kiirzel wkM

Mit wkM kiirze ich ab: ,wenn keine Mifkverstindnisse zu befiirchten sind“.

Identifikationen Des o6fteren wird im folgenden gesagt, dass verschiedene Objekte A und
B miteinander identifiziert werden. Damit ist gemeint, dass ungeachtet der Verschiedenheit
von A und B wkM Bezeichnungen fiir A auch verwendet werden, um B zu bezeichnen und
umgekehrt, und dass wkM Eigenschaften von A auch B zugesprochen werden und umgekehrt.

Besondere Bezeichnungen fiir Mengen, Relationen und Funktionen

N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen mit 0.

K steht durchgehend fiir eine der beiden Mengen R oder C.

PB(X) bezeichnet die Potenzmenge von X.

CqA (wkM CA) bezeichnet das Komplement der Menge A beziiglich Grundmenge G.
AMB  bezeichnet fir Mengensysteme A, B die Menge {ANB : AcUA N Be€ B}

Ist R Relation oder Funktion, a Objekt, X Menge und A C X, so bezeichnet auferdem

Db(R) bzw. Wb(R) den Definitionsbereich bzw. Wertebereich von R,

R(a) im Fall 3y a R y dieses y, also das Bild von a unter R,

RJa] die Menge {y : 3y a R y}, also die Bildmenge von a unter R,

RJa]  die Menge {Rx] : = € a}, also das Bildmengensystem von a unter R,

Xfe  die Menge {v € X : z R a}, so z. B. R®? die Menge der positiven reellen Zahlen,
X©  die Menge X7°, d. h. X\ {0},

idx (wkM id) die identische Funktion {(x,z) : x € X} von X,

xa,x  (wkM xa) die charakteristische Funktion von A beziiglich Grundmenge X,

1 fallsxe A

d. h. xa: X — {0,1} mitV:cEXXA(l‘):{
0 sonst



NOTATION

strukturierte Mengen

Eine strukturierte Menge ist ein Tupel X = (X, S1,...,Sy), wobei X eine Menge ist. X heifst
die Tragermenge und (Si,...,S,) die Struktur der strukturierten Menge. (Beispiele: topolo-
gischer Raum, Vektorraum, ...). Bezeichnet ein kalligraphischer Buchstabe (etwa X) oder
Frakturbuchstabe (etwa X) eine strukturierte Menge, so soll der entsprechende gewo6hnliche
Buchstabe X die Trigermenge bezeichnen. WkM identifiziere ich aber eine strukturierte Menge
X mit ihrem Trager X, benutze also fiir beides dieselbe Bezeichnung.

Der Trager einer strukturierten Menge als Grundmenge

Im Zusammenhang mit der Betrachtung einer strukturierten Menge X sei deren Tragermen-
ge X automatisch die Grundmenge fiir die folgenden Konstruktionen: fiir die Bildung grofer
Schnittmengen, die Bildung von Komplementmengen sowie fiir die Bildung von charakteristi-
schen und identischen Funktionen. Das bedeutet im einzelnen, dass

N0 :=X und V A € P(X) CA:=CxA sowie x4 := xa.x und id := idx zu setzen ist.

Die Bezeichnungen © und 4 fiir topologische Rdume

Ist die strukturierte Menge X = (X, &) ein topologischer Raum, so bezeichne
Oy das System & der offenen Mengen von X.

Fir ¢ € X, bezeichne aukerdem
Uy (z) oder wkM U(z) das System der Umgebungen von z.



1 Ketten

1.1 Einfithrung

Nr. 1 (Def) Relational

Sei (X, R) ein Relational.

(X, R) ist reflexiv e VeeX

(X, R) ist irreflexiv S VeeX

(X, R) ist symmetrisch &= Vz,ye X
(X, R) ist asymmelrisch = Vz,ye X
(X, R) ist identitiv e Vae,ye X
(X, R) ist transitiv e Vao,yzeX
(X, R) ist konnex e Vaoyze X
(X, R) ist linear e Vao,y,zeX
(X, R) ist trichotom & Vao,y,ze€ X

Nr. 3 (Def) Kette

Eine strukturierte Menge (X, R) heitt Relational, genau wenn R eine Relation in X, das
heifst eine Teilmenge von X x X ist. Die Struktur R eines Relationals heilst seine Relation.

Nr. 2 (Def) Eigenschaften von Relationalen

z Rz

-r Rz

Ry = yRx

xRy = -yRz

rRyRx = x=y

ctRyRz = z=z2

Ry VyRzx

xRy VyRxV x=y

entweder ¢ R y oder y R x oder x =y

Ein Relational (T, <) ist eine Kette < (T, <) ist reflexiv, identitiv, transitiv und konnex.

Bem. Der hier fiir Ketten vorzugsweise verwendete Buchstabe T soll an das Wort ,, Time"
(,,Zeit“) erinnern, denn eine Menge T von Zeitpunkten eines Zeitablaufs bildet offenbar zu-
sammen mit der Relation < := {(s,t) : s ist nicht spéter als ¢t} stets eine Kette.

Nr. 4 (Def) Kleinergleich—, Grofier— und Grofsergleichrelation

Die Relation R einer Kette (T, R) bezeichnet man meist mit < und definiert dann
r>y o y<z, a<y S zcz<yANzFy x>y & y<uz
< heikt Kleinergleich—, > Grofler—, < Kleiner— und > Griflerrelation der Kette.



KAPITEL 1. KETTEN 1.1. EINFUHRUNG

Nr. 5 (Satz) < und < in einer Kette

1. Fiir Ketten (T, <) ist das Relational (T, <)

irreflexiv, asymmetrisch, transitiv, linear und trichotom.
2. Es gilt die Aquivalenzx <y < v=y V <y

3 Esgiltr<y<z =zr<zundr<y<z = <z

Beweis. Zu (1). Zur Irreflexivitdt. < z bedeutet per Def x <z A z # x, was falsch ist.

Zur Asymmetrie. Angenommen, x < y < z, so folgt per Def von <, dass z < y < =z, per
Identitivitat von < ist also = y. Dann darf man in z < y das y durch z ersetzen und erhilt
x < z gegen die Irreflexivitit.

Zur Transitivitdt. Aus x < y < z folgt per Def x <y < 2z, also x < z per Transitivitit von <.
Angenommen, x = z, so darf man in x < y < z das z durch z ersetzen und erhélt z < y < x
im Widerspruch zur Asymmetrie. Daher ist  # 2z, und mit y < z folgt y < z.

Zur Linearitdt. Sei x # y. Dann ist zu zeigen, dass * < y oder y < x. Per Konnexitét gilt
x <y oder y < z. Zusammen mit z # y folgt also in der Tat z < y oder y < z.

Zur Trichotomie. Wegen der Linearitdt ist nur zu zeigen, dass von den Aussagen x = y,z <
Y,y < x nicht zwei zugleich erfiillt sein konnen. Nunsindz =y A s <ysowiez =y A y <z
per Def von < ausgeschlossen. Auch z < y < x ist ausgeschlossen, ndmlich per Asymmetrie.

Zu (2). Zu =. Sei x < y. Wenn x # y, ist per Def von < giiltig, dass = < y.
Zu <. Wenn x = y, gilt ¢ < y per Reflexivitdt von <. Wenn z < y, gilt dasselbe per Def von <.

Zu (3). Folgt wegen (2) und der Transitivitdt von <. W

Nr. 6 (Satz und Def) Subkette

Ist (T, <) eine Kette, A eine Teilmenge von T, und <4 die Einschrinkung von < auf A x A,
so ist (A, <4) trivialerweise ebenfalls eine Kette: diese heifit von (T, <) auf A induzierte
Subkette. Deren Relation <4 wird wkM wieder mit < bezeichnet.

Nr. 7 (Satz und Def) duale Kette

Ist (T, <) eine Kette, so trivialerweise auch (T, >). Diese Kette heifst die duale Kette von
(T, <). Es ist dann trivialerweise (T, <) wieder die duale Kette von (T, >), so dass man die
beiden Ketten als zueinander dual bezeichnet.

Standard-Beispiele fiir Ketten Ist < die gewShnliche Kleinergleichrelation auf R, so ist
(R, <) Kette. Subketten dieser Kette sind beispielsweise (N, <y) und (Z, <z),
wobei <y bzw. <z fiir die Einschrinkung der Relation < auf N2 bzw. Z? steht.



KAPITEL 1. KETTEN 1.2. SCHRANKEN, EXTREMA, GRENZEN

1.2 Schranken, Extrema, und Grenzen in Ketten

Nr. 8 (Def) Schranke (Majorante, Minorante)
und Extremum (Maximum, Minimum)

Sei (T, <) Kette, ACT, z€T.

. obere Magjorante . . > 1
zist i7" Schranke oder a0t von A (in der Kette (T, <)) = zZA

x ist u”:fgf:s Extremum oder %‘;ﬁ%gz von A (in der Kette (T, <)) & 1‘214 NzeA

Nr. 9 (Satz und Def) max und min
Sei (T, <) Kette, ACT, x € T. Dann gilt:

Besitzt A ein Maximum bzw. Minimum, so ist dieses eindeutig bestimmt,
und wird mit maxy A (wkM max A) bzw. mint A (wkM min A) bezeichnet.

Beweis. Da die Maxima gleich den Minima der dualen Kette sind, geniigt der Beweis fiir das
Minimum. Fiir Minima m, n folgt m < n, weil m Minimum und n € A ist, und zugleich n < m,
weil n Minimum und m € A ist. Insgesamt gilt m < n < m, und per Identitivitit m =n. B

Nr. 10 (Def) Beschrinktheit
Sei (T, <) eine Kette und A C T.

A ist (in der Kette (T, <)) nach °%" beschrinkt < A besitzt eine °°™ Schranke

unten untere

A ist (in der Kette (T, <)) beschrankt :< A ist nach oben und nach unten beschriankt

Nr. 11 (Satz) Existenz der Extrema in endlichen Mengen

Jede nichtleere endliche Teilmenge T einer Kette hat ein Minimum und ein Maximum.

Beweis. Triviale vollstéindige Induktion {iber die Anzahl der Elemente von 7. B

! 2 < Asteht fiir V a € A (z < a), entsprechend steht z > A fiir Va € A (z > a).




KAPITEL 1. KETTEN 1.2. SCHRANKEN, EXTREMA, GRENZEN

Nr. 12 (Def) Grenze (Supremum, Infimum)

Sei (T, <) eine Kette und A C T.

zist 2% Grenze oder SYPIEMUM yon A (in der Kette (T, <))

untere Infimum ’
e g ist MMM Ger Menge der P Schranken von A (PKleinste oberet gop anke von A)
: Maximum 8 unteren ,,gréfite untere’

Nr. 13 (Satz und Def) sup und inf

Sei (T, <) eine Kette und A C T.

1. Wenn A ein Supremum bzw. Infimum besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt,

und wird mit supy A (wkM sup A) bzw. infr A (wkM inf A) bezeichnet.

. Maximum .1, max A=sup A
2. Falls A ein o000 hat, gilt * =000

3. Falls A ein S}fggﬁ;m hat, das Element von A ist, gilt Slljff’ﬁzgff ;‘4

Beweis. (1) folgt aus Satz 9, da s per Def Maximum bzw. Minimum einer Menge ist.

Zu (2). Es geniigt der Beweis fiir das Maximum (fiir das Minimum betrachte die duale Kette).
Sei m = max A. Dann ist m per Def des Maximums ein Element von A, das obere Schranke
von A ist. Ist nun s eine weitere obere Schranke von A, so ist per Def der oberen Schranke
A < s, das heilt Va € A a < s. Da m Element von A ist, gilt insbesondere m < s. Also ist m
die kleinste obere Schranke von A.

Zu (3). Es geniigt der Beweis fiir das Supremum (fiir das Infimum betrachte die duale Kette).
Sei s = sup A. Angenommen, s ist nicht Maximum von A. Per Def des Maximums ist dann
s ¢ A oder s > A ist falsch. Da nach Voraussetzung s € A gilt, muss also s > A falsch sein,
d. h. s ist keine obere Schranke von A und somit kein Supremum von A (4). B



KAPITEL 1. KETTEN 1.3. ERWEITERTE KETTEN, INSBESONDERE R

1.3 Erweiterte Ketten, insbesondere R

Nr. 14 (Def) obere und untere adjungierte Schranke (—oc, co) und T

Zu jeder Tragermenge T einer Kette sollen zwei nicht in T enthaltene und voneinander
verschiedene Objekte —oor und oot festgelegt werden.!

Dazu legen wir zu jeder Menge T ein , kanonisches Aufenobjekt* A(T) fest mit der Eigen-
schaft A(T) ¢ T. Da wir T ¢ T voraussetzen,? kdnnen wir etwa bestimmen: A(T) := T.

Setzen wir nun oot := A(T) und —oot := A(T U {oor}), so sind cor und —oor voneinander
verschiedene und nicht in T vorkommende Objekte, wie gewiinscht.

Es heiken —oor und ooy die untere bzw. obere adjungierte Schranke von T.
Mit T bezeichnen wir die Menge T U {—o0, co}.
Nr. 15 (Satz und Def) Erweiterte Kette (T, <’) der Kette (T, <)

Sei (T, <) Kette. Sei <’ die Relation < U {(-o0,z) : v € T} U {(z,0) : x € T}.
Dann ist <’ trivialerweise eine Relation in T mit den Eigenschaften

Ve,yeT z2<y & z2<y

VeeT z< —-c0& z=—-00
VeeT o< re r= 0
VzeT —o0 <z <"

(T, <) ist eine Kette

Wir nennen (T, <) die erweiterte Kette von (T, <).
<’ bezeichnen wir wkM wieder mit <, schreiben also auch (T, <) fiir die erweiterte Kette.

Nr. 16 (Def) Intervall in einer Kette

Sei (T, <) Kette und a € T. Unter den Intervallen dieser Kette verstehen wir die Mengen

b] == {x €T :a<z<b} (offenes Intervall mit Grenzen a und b)

b = {xeT:a<az<b} (linkshalboffenes Intervall mit Grenzen a und b)
0] == {zx €T :a<ax<b} (rechtshalboffenes Intervall mit Grenzen a und b)
b[ = {x €T :a<z<b} (abgeschlossenes Intervall mit Grenzen a und b

Nach dem Wohlordnungssatz von Zermelo (vgl. [Obe 94, §30.1, S. 202]) ist jede Menge Trager einer Kette
(sogar einer speziellen, namlich wohlgeordneten Kette). Daher muss die angekiindigte Festlegung so sein,
dass jeder Menge X ein —ocox und ein cox zugeordnet wird.

Dies folgt aus dem Fundierungsaxiom der Mengenlehre (vgl. [Obe 94, §40.1, S. 256]).



KAPITEL 1. KETTEN 1.3. ERWEITERTE KETTEN, INSBESONDERE R

Die erweiterte Kette R

Die erweiterte Kette (R, <) der Kette (R, <) wird noch dahingehend erweitert, dass man die Standard-
Operationen der reellen Zahlen auf alle Elemente von R ausdehnt:
Die Addition wird erweitert durch

1. a+ (£o0) := (£00) + a := £oo fiir alle a € R
2. (£o0) + (£o0) := (+o0)
3. (+00) + (—00) := (—0) + (+00) :=0

Anstelle von Regel (3) liest man in der Literatur fast immer, dass (+00) + (—00) und (—o0) + (4+00)
undefiniert bleiben. Ich folge hier [Els 99, S. 104], wodurch undefinierte Terme vermieden werden.

Fiir alle a, b € R gilt nun das Kommutativgesetz a-+b = b+a und das Neutralititsgesetz a+0 = a = 0+a.
Ferner gilt das Assoziativgesetz (a +b) + ¢ = a + (b + ¢) bedingt, nimlich unter der Bedingung, dass
unter den Summanden a, b, ¢ nicht zugleich co und —co vorkommt.

Das (unbedingte) Assoziativgesetz gilt also fiir a,b,c € R\ {—oo} und fiir a,b,c € R\ {oo}.

Die additive Inversion wird erweitert durch —(+o00) := —oo und —(—oc) = 400,
so dass auch die Subtraktion fiir alle z,y € R definiert werden kann: » — y := = + (~y).
Offenbar gilt dann fiir 2,y € R stets — — 2 = z sowie —(z +y) = —z — y.

Betrag, Real- und Imagindrteil von oo wird definiert durch B
|oo] := o0, | — 00| := 00, Re+00 := too und Im +o00 := 0, so dass fiir a € R gilt:

.. =20 .. =<0 . .
la| = a fiir a € R™ und |a| = —a fiir a € R~ sowie a = Rea +iIma.

Die Multiplikation wird schlieflich definiert durch

1. a(£00) := (Fo0)a := (£o0) fiir alle positiven a aus ﬁi
2. a(to0) := (£o0)a := (Foo) fiir alle negativen a aus R
3. 0(£o0) := (£00) =0

Fiir alle a,b € R gilt das Kommutativgesetz ab = ba, das Assoziativgesetz (ab)c = a(bc) und das Neutra-

lititsgesetz al = 1 = 1a, also ist (R, -) ein kommutativer Monoid. Auferdem gilt das Distributivgesetz
(a £ b)c = ac £ be bedingt, ndmlich unter der Bedingung {a, b} # {—00,0} A {ac,bc} # {—o00,00}.

Nr. 17 (Def) Die Mengen R und K

K stehe durchgehend entweder fiir R oder fiir C. Analog stehe
- R durchgehend entweder fiir R oder R, und
— K durchgehend entweder fiir K (und dann also fiir R oder C) oder fiir R.

) . . R falls K=R oder =C
Wird R im Zusammenhang mit K erwdhnt, so sei R = ¢ _ as = Toeder .
R falls K=R




KAPITEL 1. KETTEN 1.4. WEITERE BESONDERE KETTEN

1.4 Weitere besondere Ketten

Nr. 18 (Def) beschrinkte Kette

Eine Kette (T, <) heift beschrankt, genau wenn die gesamte Tragermenge T in (T, <) be-
schrankt ist.

Nr. 19 (Def) dicht geordnete und diskret geordnete Kette

1. Eine Kette (T, <) ist dicht geordnet
S Ve,yeTdmeTez<m<y
2. (T, <) ist diskret geordnet
= Vy €T (ynichtminimal = 32€TYEImeTz<m<y)

A Yy€T (ynichtmaximal = F2z€TY AmeTy<m<2)

In Worten besagt (1), dass sich zwischen zwei verschiedenen Punkten von T stets ein Zwi-
schenpunkt m befindet, und (2), dass jedes nichtminimale Element einen unmittelbaren
Vorgéanger und jedes nichtmaximale Element einen unmittelbaren Nachfolger besitzt.

Beispiele R und R sind dicht geordnet, Z und N diskret geordnet.

Nr. 20 (Def) vollstindig und bedingt vollstindig geordnete Kette (Zeitkette)

In jeder Kette (T, <) sind die folgenden Aussagen &quivalent:
1. Jede Teilmenge T von T besitzt ein Supremum.
2. Jede Teilmenge T von T besitzt ein Infimum.
Ebenso sind folgende Aussagen dquivalent:
3. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge 1" von T besitzt ein Supremum.
4. Jede nichtleere nach unten beschriankte Teilmenge T" von T besitzt ein Infimum.
Wir definieren nun:
(T, <) ist wollstindig (geordnet) < es gilt (1) oder (2) [und daher beides|

(T, <) ist bedingt vollstindig (geordnet) :< es gilt (3) oder (4) [und damit beides].

Eine bedingt vollstiandig geordnete Kette bezeichne ich kurz als Zeitkette.

10



KAPITEL 1. KETTEN 1.4. WEITERE BESONDERE KETTEN

Beweis der behaupteten Aquivalenzen. (1) = (2). Wir zeigen, dass i := sup {z € T : z ist untere Schranke von T'}
Infimum von T ist. Zunéchst ist ¢ untere Schranke von T’

(sonst gibt es ein t € T mit ¢t < 4; t ist aber als Element von T grofer als jede untere

Schranke von T', also eine obere Schranke der Menge {z € T : x ist untere Schranke von T},

deren kleinste obere Schranke 7 ist, also folgt ¢ <t (4)).

Als untere Schranke von T ist nun i € {x € T : x ist untere Schranke von T'}, und aus Satz

13(3) folgt ¢ = max {x € T : x ist untere Schranke von 7'}, also kann es keine grofere untere

Schranke von T' geben als 7. Somit ist ¢ das Infimum von 7.

(3) = (4). Sei T nichtleer und nach unten beschréinkt.

Dann ist {z € T : x ist untere Schranke von T} nichtleer und nach oben beschréankt (jedes
Element von T ist obere Schranke), hat also nach Voraussetzung ein Supremum. Wortlich wie
im Beweis von (1) = (2) folgt nun, dass dieses Supremum das Infimum von T ist.

(2) = (1) sowie (4) = (3) folgt nun durch Betrachtung der dualen Kette. B

Nr. 21 (Def) duale Zeitkette

Die duale Kette einer Zeitkette T ist trivialerweise wieder eine Zeitkette,
die daher die duale Zeitkette von T heifsen soll.

Beispiele

Jede endliche Teilmenge T' # ) einer Kette (T, <) besitzt nach Satz 11 Maximum und Mi-
nimum, also nach Satz 13(2) auch Infimum und Supremum. Ist T selbst endlich, so ist jede
Teilmenge T' # () von T endlich und besitzt daher Infimum und Supremum, also ist (T, <) eine
Zeitkette. Ist T zusétzlich nichtleer, so hat nicht nur jede nichtleere endliche Teilmenge von T,
sondern auch die leere Menge Supremum und Infimum: wie man per Leermengen-Konvention
sieht, ist dann ndmlich min T Supremum und max T Infimum der leeren Menge. Jede nichtleere
endliche Kette ist also eine Zeitkette, die sogar vollstdndig geordnet ist.

Die Kette der reellen Zahlen ist eine Zeitkette, wobei die bedingte Vollstandigkeit im Vollstin-
digkeitsariom ausgedriickt wird.

Auch (N, <) ist eine Zeitkette, denn jede nichtleere Teilmenge von N besitzt nach der Wohi-
ordnungseigenschaft ein Minimum, und dieses ist nach Satz 13(2) auch ein Infimum.

Schliefslich ist (Z, <) eine Zeitkette. Zum Beweis betrachte zu einer nach oben beschrénkten
Teilmenge T # () von Z die Mengen Tt := {z € T : z e N}, T~ := T\ TT und -7~ :=
{—z : z €T} Essind TT und —T~ nach oben bzw. unten beschriinkte Teilmengen von N.
Wenn also 7' nichtleer ist, existiert sup7™; andernfalls ist —7'~ nichtleer und es existiert
inf(—77). Im ersten Fall ist offenbar sup 7" und im zweiten — inf(—7"") Supremum von 7.

11



KAPITEL 1. KETTEN 1.5. TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN

1.5 Topologische Eigenschaften von Ketten

Nr. 22 (Satz und Def) Verschiedene Riume und Identifikationen

Gegeben sei ein halbmetrischer Raum X = (X, d). Dann ist die Menge der Bélle B.(a) :=
{z : d(z,a) < e} (mit @ € X und £ > 0) eine topologische Basis auf X, so dass die Menge
Dy aller Vereinigungen solcher Bille eine Topologie auf X ist.

Diese Topologie Oy und den entsprechenden topologischen Raum (X, O y) nennen wir von
X induziert und identifizieren wkM die Rdume X = (X, d) und (X, Oy) miteinander.

Gegeben sei ein halbnormierter K-Vektorraum X = (X, +,-,n). Dann ist die Funktion
dy: X x X — Rmit V z,y € X d(z,y) := n(z — y) eine Halbmetrik auf X, und die-
se ist genau dann eine Metrik, wenn n eine Norm ist.

Diese Metrik dy, den metrischen Raum (X, dy), die von (X, dy) induzierte Topologie O y
und den topologischen Raum (X, O y) nennen wir von X induziert und identifizieren wkM
die Raume X = (X, +,-,n), (X,dx) und (X, Oy) miteinander.

Nr. 23 (Satz und Def) K" mit Normtopologie; die Mengen Ogn, O", O

Sei n € N®. Die Elemente aus K" bilden mit der komponentenweisen Addition + und
der komponentenweisen Skalarmultiplikation - einen K-Vektorraum (K, +, -). Dieser Vektor-
raum bildet mit der Maximumsnorm || e ||, die im Fall n = 1 gleich der Betragsnorm | e |
ist, einen normierten K-Vektorraum (K", +, -, || ® ||s). Sprechen wir von K" als normiertem
Vektorraum, ist immer dieser gemeint. Da aber alle Normen auf einem endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum dieselbe Topologie induzieren, ist es bei topologischen Betrachtungen
gleichgiiltig, mit welcher Norm wir uns K™ ausgestattet denken. Sei nun:

Okn die von der Maximumsnorm (und darum jeder Norm) induzierte Topologie auf K"
O"  die Topologie Orn von R™.
O die Topologie D', also die Topologie O von R

Dgn nennen wir die Normtopologie von K™ und betrachten sie als Standardtopologie von K",
die stets gemeint ist, wenn von K™ als topologischem Raum die Rede ist.

Nr. 24 (Def) Ordnungstopologie Ot einer Kette T

Ist (T, <) eine Kette, so ist die Menge der Intervalle Ja,b[ (mit a,b € T) trivialerweise eine
topologische Basis auf T. Diese Basis heifst Ordnungsbasis oder Standardbasis der Kette.

7 bezeichne die von dieser Basis induzierte Topologie auf T,
diese betrachten wir als Standardtopologie der Kette.

Der topologische Raum (T, Or) heit der topologische Raum der Kette (T, <). Dieser Raum
ist stets gemeint, wenn wir von der Kette als einem topologischen Raum sprechen.

12



KAPITEL 1. KETTEN 1.5. TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN

Nr. 25 (Satz) Ubereinstimmung der Norm- mit der Ordnungstopologie von R.

Die Standardtopologie der Kette (R, <) der reellen Zahlen ist geméf Def 24
die Ordnungstopologie mit der Menge der Intervalle |a, b[ mit a,b € R als Basis.

Demgegeniiber ist geméf Def 23 die Standardtopologie der reellen Zahlen
die Normtopologie mit der Menge der Bille B.(z¢) fiir zo € R und ¢ € R>? als Basis.

Das ist aber kein Widerspruch, denn beide Basen induzieren dieselbe Topologie.

Beweis. Wir zeigen fiir die von beiden Basen induzierten Topologien, dass jede feiner als die
jeweils andere ist: ist © € B.(xg), so gilt mit a = xg—¢ und b = xo+¢, dass = € Ja, b] C B (zp).
Ist umgekehrt x € |a, b[, so ist offenbar stets x € B.(zo) C Ja, b[ mit geeignetem zp und e:
Falls —o0 < a < b < o0, Wéihlesvoz‘%bundezb_T‘z.

Falls —oo < a < b= o0, wihle xg = z und € =z — a.

Falls —o0o = a < b < o0, wihle g =z und € = b — «.

Und falls schlieklich —co =a < b =00, wihle zp =0und e =1. &

Nr. 26 (Def) Die Mengen O und ©

§ bezeichne die Ordnungstopologie Ox der Kette R. ) )
9 bezeichne im Zusammenhang mit der Bezeichnung R bzw. K (vgl. Def 17)
die Topologie, mit der wir R bzw. K standardméifbig ausgestattet sehen, ndmlich
O falsR=Rbw. K=
O :={0 fallsR=R bzw. K=R.
D¢ falls K=C

Nr. 27 (Satz) Ketten als Hausdorffriume

Jede Kette (das soll heifen: ihr topologischer Raum) ist ein Hausdorffraum.

Beweis. Seien x, y verschiedene Elemente der Kette. Dann gilt (nétigenfalls nach Vertauschung
der Bezeichnungen fiir  und y), dass ¢ < y. Wenn es einen Punkt p zwischen z,y gibt, so
sind U, :=| — oo, p[ und U, =|p, co[ disjunkte Umgebungen von z und y. Andernfalls sind
Uy =] — 00, y[ und U, :=|z, 0o] solche Umgebungen. W

Nr. 28 (Satz) Abgeschlossenheit der Intervalle [a,b] in Ketten

In jeder Kette T sind die Intervalle [a,b] (a,b € T) abgeschlossen.

13



KAPITEL 1. KETTEN 1.5. TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN

Beweis. Cla,b] =] — 0o0,a[ U ]b, o[ ist als Vereinigung offener Mengen offen. B

Nr. 29 (Satz) T als Unterraum von T, insbesondere R als Unterraum von R

Sei T eine Kette.

1. Der topologische Raum von T ist Unterraum des topologischen Raumes der Kette T,

insbesondere ist R = (R, 9) Unterraum von R = (R, D).

2. Im Raum (T, Og) ist die Menge T der Abschluss der Menge T, falls T nichtleer ist und
kein Extremum besitzt (also etwa im Fall T = R)

3. (2) gilt nicht, wenn T = () oder T ein Extremum besitzt

Beweis. Zu (1). Es ist zu zeigen, dass O = O5 M T.

C. Ist B Element der Standardbasis von T, also B = ]a, b[ mit a,b € T, so ist B erst recht ein
Element der Standardbasis von T.

Daher ist jede offene Menge des Raumes T, was ja eine Vereinigung von Elementen B der
Standardbasis von T ist, zugleich eine Vereinigung von Elementen der Standardbasis von T,
also eine offene Menge in T. Daher gilt O € O = O=0NT e OznT.

2. Sei eine Menge ONT mit O € O gegeben. Es ist O eine Vereinigung | J;¢; Jas, bi[ von Mengen
lai, b;[ der Standardbasis von T, wobei also a;,b; € T. Nun ist ONT = Uicr(as, b;[N'T).
Falls a; bzw. b; das untere bzw. obere adjungierte Element von T ist, so sei a; bzw. 3; das
obere bzw. untere adjungierte Element von T. Andernfalls sei a; = a; bzw. 8; := b;. Dann gilt
offenbar fiir alle ¢ € I, dass |ay, 3;[ = ]a;, bi[NT.

Folglich ist ONT = J,¢; o, Bi[ eine Vereinigung von Elementen der Standardbasis von T und
somit ein Element von Or.

Zu (2). Wir miissen zeigen, dass t € T < t ist Beriihrungspunkt von T im Raum T.

Hierbei ist < trivial.

Zu =. Sei t € T, so ist zu zeigen, dass in jeder Umgebung U von t ein Punkt = von T liegt.
Sei zunéchst ¢ € T. Dann ist ¢ selbst ein solcher Punkt z.

Sei t = co. Zu U gibt es a,b € T mit t € Ja,b[ C U. Hierbei kann b nur das obere adjungierte
Element von T sein, und a < t. Falls a € T, so gibt es, da a kein Maximum von T ist (denn
T hat nach Voraussetzung keine Extrema), ein € T mit a < z. Dann ist a < x < b, also ist
x € U. Falls aber a gleich —co oder gleich dem unteren adjungierten Element von T ist, so
wihlen wir als  irgendeinen Punkt von T (es ist ja T nichtleer). Dieses x liegt dann in ]a, b,
also in U.

Sei t = —oo. Dann argumentieren wir analog wie im Fall ¢ = oo.

Zu (3). Sei T leer. Dann ist der Abschluss von T im Raum T ebenfalls die leere Menge, aber
die erweiterte Kette T ist nichtleer, da T = {—oor, cor}.

Besitze T ein Maximum m. Dann ist cor Element der erweiterten Kette T, aber oot gehort
nicht zum Abschluss von T im Raum T, da in der Umgebung |m, co] von oo kein Element von
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T liegt.
Besitzt schlieklich T ein Minimum m, so folgt analog, dass —co ein Element der erweiterten
Kette T ist, das nicht zum Abschluss von T im Raum T gehért. B

Nr. 30 (Satz und Def) perfekte Mengen
Sei X Menge von Punkten eines topologischen Raums.
X ist perfekt < X # 0 A jeder Punkt von X ist Haufungspunkt von X

Jede perfekte Menge X besitzt mindestens zwei Punkte.

Beweis. Da X per Def nichtleer ist, gibt es ein p € X. Da p Haufungspunkt ist, gibt es in der
Umgebung X von p einen Punkt x von X \ {p}. B

Nr. 31 (Satz) Charakterisierung der perfekten Intervalle in dicht geordneten
Ketten

Sei T dicht geordnete Kette (vgl. Def 19), etwa R oder R.
1. Die perfekten Intervalle von T sind genau die Intervalle mit mindestens zwei Punkten.

2. (Zusatz) Ist T nicht dicht geordnet, gibt es Intervalle mit zwei verschiedenen Punkten,

die nicht perfekt sind.

Beweis. Zu (1). Sei I perfektes Intervall. Dann hat I wie jede perfekte Menge mindestens zwei
Punkte (Satz 30).

Sei umgekehrt I ein Intervall mit mindestens zwei Punkten. Ist dann = € I, so gibt es ein
a € I mit a <z (Fall 1) oder ein 8 € I mit x < 8 (Fall 2), denn andernfalls wére x zugleich
der linke und der rechte Grenzpunkt, also wire = das einzige Element von I (4).

Sei nun U Umgebung von x. Dann gibt es ein Ja,b[ mit x € ]a,b] C U. Im Fall (1) gilt mit
m := max {a,a}, dass m < x. Da T dicht geordnet ist, gibt es ein £ mit m < £ < x. Dieses
& ist dann ein von z verschiedenes Element von I, welches in U liegt. — Analog schliefst man
auch im Fall (2) auf ein von x verschiedenes Element & von I, welches in U liegt. In beiden
Fiéllen ist also x Haufungspunkt von 1. Also ist I perfekt.

Zu (2). Da T nicht dicht geordnet ist, gibt es z,y € T mit x < y, so dass es kein m € T
gibt mit x < m < y. Dann ist I := [x,y] ein Intervall, dass nicht perfekt ist: es ist namlich
das Element x von I kein Hiufungspunkt, da in der Umgebung | — 0o, y[ von x kein von z
verschiedener Punkt von I liegt. B
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2 Zeitketten

Zeitketten wurden bereits in Kap. 1 als bedingt vollsténdige Ketten eingefiihrt (Def 20).

2.1 Besondere Punkte in Zeitketten

Nr. 32 (Satz und Def) Sprung— und Riicksprungoperator

Der Sprungoperator o(t <y bzw. Ricksprungoperator p(t <) einer Zeitkette (T, <)
ist die Funktion o: T — T bzw. p: T — T
mit fiir alle t € T: o(t) :=inf {x : >t} baw. p(t) :=sup{z : = < t}.

Fiir alle Elemente t von T ist o(t) und p(t) wohldefiniert.
Falls t = max T, ist o(t) = ¢, und falls t = min T, ist p(t) = t. Stets gilt p(t) <t < o(t).

Beweis der Behauptungen iiber o (fiir die Behauptungen iiber p betrachte die duale Zeitkette).
Die Menge {z : x >t} hat die untere Schranke ¢; ist sie nichtleer, so existiert das Infimum
wegen der bedingten Vollstindigkeit von T. Ist aber {z : x >t} = (), so ist dies &dquivalent
dazu, dass t das Maximum von T ist. Da nun jedes Element s von T obere Schranke von () ist
(denn unter Beachtung der Leermengen-Konvention gilt jaVt € () ¢ < s), existiert das Infimum
von () und ist gleich dem Maximum von T. Damit ist gezeigt, dass o(t) stets existiert, und im
Fall ¢ = max T gleich ¢ ist. Schlieflich ist ¢ untere Schranke von {z : x > t}, also t < o(t). B

Nr. 33 (Satz und Def) rechts/links-zerstreut und rechts/links-dicht

Sei (T, <) eine Zeitkette und ¢ € T.

t ist rechts-dicht ;< ist nichtmaximal und o(t) =¢
t ist rechts-zerstreut < t ist nichtmaximal und o(t) >t
t ist links-dicht &t ist nichtminimal und p(t) = ¢
t ist links-zerstreut  :&> t ist nichtminimal und p(t) <t !

Es gilt genau eine der drei Aussagen: ¢ ist maximal, ¢ ist rechts-dicht, ¢ ist rechts-zerstreut
Es gilt genau eine der drei Aussagen: ¢ ist minimal, ¢ ist links-dicht, t ist links-zerstreut

Beweis. Trivial, wenn man beachtet, dass o(t) stets >t und p(t) stets < ¢ ist (Satz 32). B

! Diese Definition gab Hilger in [Hil 90, Abschnitt 1.2, S. 20], davon weicht die Definition in [Hil 88, S. 3]
ab, wo die Forderungen der Nichtmaximalitdt bzw. Nichtminimalitédt fehlen.
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KAPITEL 2. ZEITKETTEN 2.1. BESONDERE PUNKTE

Nr. 34 (Satz) Eigenschaften der rl'ilcjll’ctss-zerstreuten Punkte

Fiir Elemente t einer Zeitkette (T, <) gilt:

1. t ist genau dann rﬁg};f:-zerstreut wenn }fi,ﬁ = () fiir ein d € T mit Zzi

2. Istt rﬁfi’;s—zerstreut, so ist das d aus (1) eindeutig bestimmt, nidmlich = Zg))

t

rechts o(t) links o, p(o(t))
3. Ist t °. \ ~-zerstreut, so p(t) rechts~ZeTStTEUL, und es gilt o(o(t))

Beweis fiir die obere Variante (fiir die untere betrachte die duale Zeitkette).

Zu (1). =. Per Rechts-Zerstreutheit ist d := o(t) > t, und da d untere Schranke der Punkte
grofer als ¢ ist, ist |t, d[ leer.

<. Fiir ein d > t sei |t, d[ leer. Dann ist ¢ nicht-maximal und d die grofte untere Schranke der
Elemente grofer als t also d = o(t). Mithin folgt o(t) = d > t, ist t rechts-zerstreut.

Zu (2). In Teil <= von (1) haben wir ja gezeigt, dass fiir ein solches d gilt: d = o(t).

Zu (3). Folgt aus (1) und (2). ®

Nr. 35 (Satz) Uber die Umgebungen von Z((g

.. nicht-maximal . . .
Fiir I;i(éhtrrnn?;(jrrnnzlg Elemente ¢ einer Zeitkette (T, <) gilt:

Zu jeder Umgebung U von ‘;((g existiert ein d € T mit gzi und }[Z’fﬁ[ cu.

Beweis (vgl. [Hil 88, Satz 1.2.(iii), S. 4-5]) fiir die obere Variante (fiir die untere betrachte
die duale Zeitkette). Es ist U Obermenge einer offenen Menge O, und zu dieser gibt es eine
Basismenge ]a, b (a,b € T) mit o(¢) € ]a,b[ C O.

Ist nun ¢ rechts-dicht, gilt o(¢) = t. Da ¢ nichtmaximal ist, kénnen wir b, falls b = oo ist, durch
ein Element von T ersetzen (irgendeines, das grofer als t ist). Wir konnen also von b € T
ausgehen. Da t nicht rechts-zerstreut ist, zeigt Satz 34(1), dass ]t, b[ nichtleer ist, es also ein d
gibt mit ¢ < d < b. Es ist also dann |t,d] = |o(t),d] C]o(t),b] C Ja,b] C O CU.

Ist ¢ rechts-zerstreut, gilt fiir d := o(t), dass d > t und |t,d] = |t,o(t)] ={c(t)} CU. R

Nr. 36 (Satz) Eigenschaften der rﬁﬁlfg;s-dichten Punkte

Fiir iﬂiﬁi’_ﬁ?ﬁﬁ:}g Elemente t einer Zeitkette (T, <) gilt:

1. t ist genau dann rl‘ﬁfss—dicht wenn fiir alle gzi gilt: ﬁi{ #0

d>t
d<t

und [t.d] cU

2. Istt rl‘;ffll{’f:—dicbt, existiert zu jeder Umgebung U von t ein d € U mit i1
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KAPITEL 2. ZEITKETTEN 2.1. BESONDERE PUNKTE

Beweis fiir die obere Variante (fiir die untere betrachte die duale Zeitkette).

(1) erhilt man Negation der Aquivalenz Satz 34(1).
Zu (2). Der Satz 35 iiber die Umgebungen von ‘;8)) geht hier wegen ‘;((gj in einen gleich-
lautenden Satz iiber die Umgebungen von ¢ iiber. Da aufierdem ¢ trivialerweise Element der

eigenen Umgebung U ist, konnen wir in jenem Satz }[Z’ﬁ][ durch chg ersetzen. M

Nr. 37 (Satz) Charakterisierung der Hiufungspunkte von Teilmengen A einer
Zeitkette T

1. x ist Hiufungspunkt von A &z ist rechts-dicht oder links-dicht.

2. x ist Hiaufungspunkt von ANT<* & x ist links-dicht

3. x ist Hiufungspunkt von ANT>* < x ist rechts-dicht

Beweis Zu (1). =. Sei x Haufungspunkt von A. Angenommen, x ist weder rechts- noch links-
dicht. Da = dann rechts-zerstreut oder minimal ist, gibt es ein a € T mit a < z und ]a, z[= 0,
und da x links-zerstreut oder maximal ist, gibt es ein b € T mit < b und |z, b[= (). Folglich
ist Ja, b[= {z} eine Umgebung von z, in der es keine von z verschiedenen Elemente gibt. Dann
kann z kein Haufungspunkt von A sein.

<. ist  rechts- bzw. links-dicht, und U Umgebung von z, so gibt es ein offenes Intervall |a, b]
mit x €]a,b[C U und ein s €]a, z[ bzw. s €]z, b, das dann ein s € T<*NU bzw. s € T>*NU ist.

Zu (2) und (3). Folgt sofort aus dem Satz iiber Eigenschaften der rleifl}f(tss—dichten Punkte.

Nr. 38 (Def) k-Operator

Sei (T, <) eine Zeitkette.

T* (lies: gekapptes T) := {t € T : t ist nichtmaximal oder ¢ ist links-dichtes Maximum}.
Die Elemente von T nennen wir x-Punkte oder nicht-ausgeartete Punkte von T.

Die Elemente von T \ T* heifen ausgeartete Punkte von T.
Bem. Nach dem folgenden Satz existiert hochstens ein ausgearteter Punkt.
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Nr. 39 (Satz) Uber die Mengen T\ T* und T*

Sei (T, <) eine Zeitkette.
1. T\ T* ist entweder leer oder hat genau ein Element.

2. Besitzt T kein Maximum oder ist das Maximum von T links-dicht, so ist
T\T" =0 und
TF =T
3. Besitzt T ein Maximum m, das links-zerstreut oder zugleich Minimum ist, so ist
T\ T ={m} und
T = T\ {m}

Beweis. Zu (1). Wenn ¢t € T \ T ist, ist ¢ ¢ T", und da alle nichtmaximalen Elemente von T
Elemente von T* sind, ist dann ¢t das Maximum von T, also nach Satz 9 eindeutig bestimmt.

Zu (2). Die angegebene Bedingung zeigt, dass jedes Element von T ein Element von T* ist,
also gilt T C T" und da trivialerweise T® C T, folgt T = T*.
Weiter folgt dann T\ T® =T\ T = 0.

Zu (3). Als Maximum von T ist m € T, und da m als links-zerstreuter oder minimaler Punkt
kein links-dichter Punkt ist, folgt m ¢ T", insgesamt also m € T \ T®. Wegen (1) ist dann m
einziger Punkt von T\ T%, also T \ T" = {m}.

Weiter folgt dann T \ {m} = T\ (T \ T%), und T \ (T \ T*) = T* (C trivialerweise, und D
wegen T% C T), insgesamt also T" =T \ {m}. B

Nr. 40 (Satz) Kriterium fiir x-Punkte

Fiir Zeitketten (T, <) und t € T ist dquivalent:
1.teT"”
2. jede Umgebung U von t enthélt ein s € T mit s # o(t)

3. {o(t)} ist keine Umgebung von t

4. t#o(t) Vv {t} ist keine Umgebung von t

Beweis (vgl. [Hil 88, Satz 1.2.(iv), S. 6 und S. 8]).

(1) = (2). Sei t k-Element, also nichtmaximal oder links-dichtes Maximum und U € #(¢).

Ist o(t) > t, so ist s := ¢ Element der Umgebung U von ¢t mit s # o(t).

Als néchstes sei o(t) = ¢ und ¢ nicht-maximal. Dann gibt es nach dem Satz 35 in der Umgebung
Uvono(t)=teinse T mit s>t alsoo(t) =1t #s.

Als né#chstes sei o(t) = ¢ und ¢ maximal. Wegen t € T* ist dann ¢ links-dichtes Maximum, so
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dass p(t) = t. Dann gibt es nach dem Satz {iber die Umgebungen von ;((g

Uvon p(t)=tein s € Tmit s <t also s <t < o(t).

in jeder Umgebung

(2) = (1). Sei t maximal. Dann ist zu zeigen, dass ¢ links-dicht ist. Nun ist ¢ entweder mi-
nimal oder links-zerstreut oder links-dicht; wir haben also die beiden ersten M&glichkeiten
auszuschliefen. Zunéchst folgt aus der Maximalitdt von ¢, dass o(t) = t.

Angenommen, das Maximum ¢ sei minimal. Dann ist ¢ einziges Element von T, wihrend es in
der Umgebung T von ¢ nach Voraussetzung ein von o(t) = ¢ verschiedenes Element gibt (4).
Als zweites sei angenommen, dass t links-zerstreut ist. Nach dem Satz 34 iiber Eigenschaften
der 1”ﬁff{tss—zel"s‘m"eutelrl Punkte gibt es dann ein d < ¢ mit |d,t[ = (). Es ist dann ]d, oo[ eine
Umgebung von ¢. Nach Voraussetzung existiert dort ein s € T mit s # o(t), das heifst hier:
s # t. Die dieses s nicht in der leeren Menge |d, t[ liegen kann, bleibt nur ¢ < s {ibrig. Aber
das widerspricht der Maximalitét von t. (4). Also ist auch die zweite Annahme falsch und es
bleibt nur {ibrig, dass ¢ links-dicht ist.

(2) = (3), denn {o(t)} enthilt kein von o(t) verschiedenes s € T.

(3) = (2). Angenommen, U ist Umgebung von t, die kein von o(t) verschiedenes Element
enthilt. Da jede Umgebung von ¢ wenigstens ein Element enthélt (ndmlich ¢), muss dann o ()
gleich t sein. Also folgt U = {o(¢)} und nach (3) ist U keine Umgebung von ¢ (4).

(3) = (4). Angenommen, (4) ist falsch. Dann ist ¢t = o(t) A {t} ist Umgebung von t. Das
heift aber, dass {o(t)} Umgebung von ¢ ist, was (4) widerspricht.

(4) = (3). Wenn t # o(t), kann {o(t)} keine Umgebung von ¢ sein, da jede Umgebung von ¢
das Element ¢ hat. Wenn {¢} keine Umgebung von ¢ ist, so enthilt jede Umgebung von ¢ aufer
t noch ein weiteres Element, also mindestens zwei Elemente. Also ist die einelementige Menge
{o(t)} dann keine Umgebung von ¢. W
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2.2 Induktionsprinzip

Das folgende Induktionsprinzip verallgemeinert das Prinzip der vollstdndigen Induktion.

Nr. 41 (Satz) Induktionsprinzip fiir Zeitketten

Sei (T, <) eine Zeitkette, m € T und fiir alle t € [m,oc0| sei A(t) eine Aussage. Seien
die folgenden vier Aussagen erfiillt:

IA. (Induktionsanfang)
Es gilt A(m)

PP. (Induktionsschritt von Punkt zu Punkt)
Fiir jedes rechts-zerstreute t € [m,oo[: A(t) = A(o(t))

PU. (Induktionsschritt von Punkt zu Umgebung)
Fiir jedes rechts-dichte t € [m, oo mit A(t) gibt es eine Umgebung U von t, so dass
A(z) fiir allex € U mit x >t

VP. (Induktionsschritt von Vorgidngermenge zu Punkt)
Fiir jedes links-dichte t € [m,o00| mitV z (x <t = A(x)) gilt A(t)

Dann gilt A(t) fiir alle t € [m, oo|.

Bem. Da es in der Kette (N, <) keine rechts-dichten und links-dichten Punkte gibt, geht das Induk-
tionsprinzip fiir diese Kette in das gewohnliche Prinzip der vollstindigen Induktion iiber.

Beweis nach [Hil 90, Theorem 1.4.(c), S. 21-22]. Angenommen, A(t) ist fiir ein ¢ € |m, 00|
falsch, dann ist F := {t € [m,00[ : = A(t)} nichtleer.
Da A(m) gilt, ist F' durch m nach unten beschrinkt, besitzt also ein Infimum r.

Lemma: Es gilt A(t) fiir alle t € [m, r].

Zum Beweis des Lemmas geniigt es zu zeigen, dass A(r) gilt (denn da r untere Schranke der
Menge aller t > m ist, fiir die A(t) falsch ist, ist fir ¢ € [m, [ jedenfalls A(t) richtig).

Fall (a). r ist links-zerstreut.

Dann ist p(r) < r, also ist A(p(r)) giiltig, und zugleich ist r = o(p(r)), weshalb A(r) aus dem
Induktionsschritt (PP) folgt.

Fall (b). r ist links-dicht. Dann folgt A(r) aus Induktionsschritt (VP).

Fall (c). r ist Minimum von T. Dann muss r = m sein, und es folgt A(r) aus (IA).

Damit ist das Lemma bewiesen.

Nun weiter zum Beweis des Satzes.
Wir unterscheiden drei Fille, und zeigen jeweils einen Widerspruch zur Annahme auf.

Fall (a). r ist rechts-zerstreut. Dann folgt per Induktionsschritt (PP), dass A(o(r)) gilt, und
da |r,o(r)[ = 0 ist, folgt zusammen mit dem Lemma, dass alle t € [m, oo|, fiir die A(t) falsch
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ist, groker als o(r) sein miissen. Daher wire o(r) eine untere Schranke von F', die groker als
die grofste untere Schranke r wiére (£).

Fall (b). 7 ist recht-dicht. Nach Induktionsschritt (PU) existiert eine Umgebung U von r, so
dass A(x) fiir alle z € U mit > r gilt. Nach Satz 36(2) gibt es ein Intervall [r,b] (b € T
mit b > t) mit [r,b] C U. Daher gilt also A(x) fiir alle z € [r,b]. Es folgt zusammen mit dem
Lemma, dass A(t) fiir alle t € [m, b] gilt. Mithin miissen alle ¢ € |m, oo[, fiir die A(¢) falsch ist,
groker als b sein. Daher wére b eine untere Schranke von F, die grofer als die grofte untere
Schranke r wire ().

Fall (c) r ist maximal. Dann ist aber [m,r] = [m, oo[ und A(z) gilt fiir alle [m, oo im Wider-
spruch zur Annahme (4). Die Annahme muss daher falsch sein. B

Nr. 42 (Satz) Induktionsprinzip fiir abgeschlossene Intervalle in Zeitketten

Sei (T, <) eine Zeitkette, m,n € T mit m < n und fiir alle t € [m,n| sei A(t) eine
Aussage. Seien die folgenden vier Aussagen erfiillt:

IA. (Induktionsanfang)
Es gilt A(m)

PP. (Induktionsschritt von Punkt zu Punkt)
Fiir jedes rechts-zerstreute t € [m,n[: A(t) = A(o(t))

PU. (Induktionsschritt von Punkt zu Umgebung)
Fiir jedes rechts-dichte t € [m,n[ mit A(t) gibt es eine Umgebung U von t, so dass
A(z) fiir allex € U mit © >t

VP. (Induktionsschritt von Vorgédngermenge zu Punkt)
Fiir jedes links-dichte t € [m,n] mitV = (v <t = A(x)) gilt A(t)

Dann gilt A(t) fiir alle t € [m,n].

Beweis. Fiir alle ¢ € [m,o0[ sei B(t) die Aussage: t > n V A(t). Diese erfillt dann die
Voraussetzungen der ersten Version des Induktionsprinzips. Also folgt, das fiir alle ¢ € [m, oo
gilt t >n vV A(t). Im Fall t € [m, n] muss also stets A(t) gelten. B
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2.3 Kompakte Mengen

Nr. 43 (Satz) Kompaktheitskriterium fiir Teilmengen von Zeitketten
Sei T eine nichtleere Zeitkette und T C T.

T ist kompakt < T ist beschrinkt und abgeschlossen.

Bem. 1. Das gilt nicht fiir die leere Zeitkette T, wo () kompakt, aber nicht beschréinkt ist.
Bem. 2. In jeder Zeitkette T folgt mit Satz 28, dass fiir a,b € T die Intervalle [a,b] kompakt sind.

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 1.4.(d), S. 21-22]).

=-. Sei T' kompakt. Als Teilmenge eines Hausdorffraums ist 7' abgeschlossen. Zu zeigen ist,
dass T beschrinkt ist. Angenommen, 7' ist nach oben unbeschrinkt. Fiir jedes m € T gibt
es dann ein m’ grofer als m in der Kette, und das offene Intervall I,, := | — oo, m/[ enthilt
m. Also ist (In),,cr eine offene Uberdeckung von 7' und besitzt eine T iiberdeckende endli-
che Teilfamilie (I,,),,cg- Das T als nach oben unbeschrinkte Menge innerhalb der nichtleeren
Zeitkette T selbst nichtleer sein muss, ist auch S nichtleer. Somit ist .S eine nichtleere endliche
Menge. Dann ist auch die Menge {m’ : m € S} aller rechten Randpunkte der Intervalle I,
mit m € S nichtleer und endlich, besitzt also nach Satz 11 ein Maximum p. Dieses p ist dann
obere Schranke von J,,cg I und wegen T' C J,,c g Im auch obere Schranke von T' (4 ). Damit
ist die Annahme widerlegt. Analog widerlegt man die Annahme, T sei nach unten beschrankt.
Insgesamt ist 1" schlechthin beschrankt.

<. Wenn T leer ist, ist T trivialerweise kompakt. Sei T' # ). Es geniigt nun zu zeigen, dass die
abgeschlossenen Intervalle [a,b] mit a,b € T und a < b kompakt sind. Denn jede nichtleere,
beschriankte und abgeschlossene Teilmenge T von T ist ja Teilmenge eines solchen Intervalls
[a,b], und ihr Schnitt mit dem Intervall — das ist dann 7" selbst — ist in der Spurtopologie
des Intervalls abgeschlossen. Als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Unterraums [a, b]
ist T' dann aber kompakte Teilmenge dieses Unterraums, also ist T" auch als eigenstandiger
topologischer Raum kompakt, und dann schlieflich auch als Teilmenge von T.

Sei also [a,b] mit a,b € T und a < b gegeben, und sei D = (D;),.; eine offene Uberdeckung
von [a,b]. Wir zeigen mittels unseres Induktionsprinzips fiir alle ¢ € [a,b], dass (D;),;c; eine
endliche [a, t] iiberdeckende Teilfamilie besitzt.

. a ist Element eines Do mit a € I, also {iberdeckt die endliche Teilfamilie (D;);cr,y von
D die Menge [a, a.

. Nach Voraussetzung ist ein rechts-zerstreutes ¢ € [a, b[ gegeben, derart dass D eine end-

liche Teilfamilie (D;),. ; besitzt, die [a,t] iiberdeckt. Nun ist o(¢) Element eines D, mit a € 1,
also iiberdeckt die ebenfalls endliche Teilfamilie (D;);c j g,y von D die Menge [a, o(1)].
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. Nach Voraussetzung ist ein rechts-dichtes t € [a, b[ gegeben, derart dass D eine endliche
Teilfamilie (D;),;c ; besitzt, die [a,t] iiberdeckt. Nun ist ¢ Element eines D, mit a € J. Da D,
offen ist und die offenen Intervalle eine Basis der Topologie von T bilden, gibt es a;, 8 € T mit
t € la,B] € D,. Es ist dann U := ]a, §] eine Umgebung von t. Sei nun d € U mit d > t ge-
geben. Da trivialerweise D, von der genannten endlichen Familie {iberdeckt wird, wird wegen
[t,d] C [a, B] C D, erst recht [t,d] von dieser Familie {iberdeckt. Da sie nach Voraussetzung
auch [a, t] iiberdeckt, {iberdeckt sie schlieflich [a,t] U [t,d], das ist [a, d].

| VP | Sei ein links-dichtes ¢ € [a,b] gegeben, und fiir z < ¢ gebe es eine [a, z] iiberdeckende
Teilfamilie von D. Nun ist ¢ ist Element eines D, mit a € I, und da die offenen Intervalle eine
Basis der Topologie von T bilden, gibt es o, 3 € T mit ¢ € Jo, 8] € D,. Es ist U := ]a, B[ eine
Umgebung von t. Da t linkes-dicht ist, gibt es in ], 8] ein d < t. Nach Voraussetzung besitzt
D eine endliche Teilfamilie (D;),.;, die [a,d] iiberdeckt. Dann iiberdeckt aber die ebenfalls
endliche Teilfamilie (D;);¢ jgq) von D die Menge [a,d] U Dy und wegen [a, {] € [a,d] U [d, ] €
la,d) U [a, (] C [a,d] UU C [a,d] U D, tiberdeckt sie auch [a,t]. B

Nr. 44 (Satz) Lokalkompaktheit von Zeitketten;
Existenz von Umgebungsbasen aus kompakten Intervallen

Zeitketten T sind lokalkompakt, d. h. jedest € T besitzt eine kompakte Umgebung.
Dariiberhinaus besitzt jeder Punkt t sogar eine Umgebungsbasis aus kompakten Intervallen.

Beweis nach [Hil 88, Korollar 1.7.; S. 10|. Sei U Umgebung von ¢. Wir sind fertig, wenn wir zu U
jeweils Punkte ¢4, te bestimmen konnen, so dass das kompakte Intervall [t,, t2] eine Umgebung
von t und Teilmenge von U ist (dann bilden die Intervalle [t,, te] eine Umgebungsbasis von U).

Da U Umgebung ist, enthilt U eine offene Menge O, die ein Intervall |t1,¢o[ enthélt, das ¢
s € ]t1,t[ und dann ein s’ € s, t[

enthélt. Ist ¢ rﬁfllf{tss—dicht, kénnen wir nach Satz 34 ein | Jt.12] und damn ein o € |t u] wahlen. Sei
t falls ¢ links-zerstreut p(t) falls ¢ links-zerstreut
te := ¢t falls ¢ minimal und ¢/, := ¢ —oco falls t minimal
s falls ¢ links-dicht s falls ¢ links-dicht
Ebenso sei
t falls ¢ rechts-zerstreut o(t) falls t rechts-zerstreut
te :=<t falls ¢ maximal und t, ;= ¢ oo falls ¢t maximal
u falls ¢ rechts-dicht u'  falls ¢ rechts-dicht

In jedem Fall ist dann [tq,te] C Jt1,t2] C U.
AuRerdem ist in jedem Fall t € |t/ t.[ C [tq,te], so dass [tq,t.] Umgebung von ¢ ist. B

a’’e
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2.4 Konvexe Mengen, Intervalle und Teilmengen

Intervalle wurden bereits in Def 16 fiir Ketten definiert. In diesem Abschnitt wird fiir Ketten
zusitzlich der Begriff der konvexen Menge eingefiihrt. Es stellt sich heraus, dass in Zeitketten
beide Begriffe untereinander (und in dicht geordneten Zeitketten auch mit dem Begriff der zu-
sammenhingenden Menge) iibereinstimmen. Daraus folgt, dass jede Teilmenge einer Zeitkette
sich aus maximalen Intervallen zusammensetzt (Satz 50). Diese Tatsache wird spéter benétigt,
um die Subzeitketten einer Zeitkette zu charakterisieren (Sitze 55 und 56).

Nr. 45 (Satz und Def) konvexe Teilmengen einer Kette
Sei T Kette und A C T.
A ist konveze Teilmenge von T & Va,be A [a,b] C A

Es gilt folgendes Kriterium fiir Konvexitét:
Aist konvex & Va,becA,ceT a<e<b = ce€ A

Beweis. <= ist trivial. Zu =. Nach Voraussetzung ist fiir a,b € A im Falle a < b stets [a,b] C A.
Im Fall b < a aber ist [a,b] =0 C A und im Fall a = b ist [a,b] = {a} C A. W

Nr. 46 (Satz) Intervalle und konvexe Mengen in Zeitketten
Sei T Zeitkette und A Teilmenge von T.

A ist ein Intervall < A ist konvex.

Hierbei geniigt fiir = die Voraussetzung, dass T Kette ist, aber fiir <= geniigt sie nicht.

Beweis. = ist trivial (auch wenn T nur als Kette vorausgesetzt ist).
<. Sei A konvex. Sei zunéchst A leer. Dann unterscheiden wir zwei Falle:
Entweder ist T nichtleer. Dann ist A das Intervall |a,a[ (a € T beliebig).

Oder es ist auch T leer: dann ist A =T =] — 00, 00, was wieder ein Intervall ist.

Sei nun A nichtleer. Dann existiert in der erweiterten Kette T das Supremum und Infimum
von A. Wir unterscheiden dann vier Fille:

Fall (i): inf A,sup A € T. Dann ist per Konvexitit [inf A,sup A] C A. Ware die Teilmen-
genbeziehung echt, gidbe es ein x € A mit x < infA (4) oder supA < x (4). Also gilt
[inf A,sup A] = A, und A ist ein Intervall.

Fall (ii): inf A,sup A ¢ T. Ist nun = € |inf A, sup A, so gibt es ein a < z mit a € A (sonst wire
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x untere Schranke von A, die grofer ist als die grofte untere Schranke inf A (4)). Genauso
folgt, dass es ein b € A gibt mit x < b. Wegen der Konvexitit ist dann [a,b] C A, also x € A.
Da dies fiir jedes x € |inf A, sup A] gilt, folgt | inf A, sup A[ C A.

Wiire die Teilmengenbeziehung echt, gébe es ein © € A mit  <inf A (4) oder x = inf A (und
daher inf A € T (4)) oder sup A < = (4) oder x = sup A (und daher sup A € T (4)). Also gilt
[inf A,sup A] = A, und A ist ein Intervall.

Fall (iii): inf A € T und sup A ¢ T. Ist nun x € [inf A,sup A[, so gibt es ein b € A mit x < b
(sonst wére z obere Schranke von A, die kleiner ist als die kleinste obere Schranke inf A (4)).
Wegen der Konvexitit ist dann [inf A,b] C A, also z € A. Da dies fiir jedes = € [inf A, sup A]
gilt, folgt [inf A,sup A C A.

Wire die Teilmengenbeziehung echt, gébe es ein x € A mit x < inf A (4) oder sup A < = (4)
oder z = sup A und daher sup A € T (4). Also gilt [inf A,sup A = A, und A ist ein Intervall.

Fall (iiii): inf A ¢ T und sup A € T. Der Beweis, dass A ein Intervall ist, ist analog zum Beweis
fiir den Fall (iii).

Fiir <= ist es wesentlich, dass T Zeitkette, also bedingt vollstéindig ist. Denn Q ist eine Kette,
und die Menge {z € Q : = < v/2} ist konvex, aber sie ist kein Intervall. B

Nr. 47 (Satz) Charakterisierung der zusammenhingenden Mengen
in dicht geordneten Zeitketten

1. In dicht geordneten Zeitketten T (vgl. Def 19) sind die zusammenhéingenden Punkt-
mengen von T genau die Intervalle.

2. Ist T nicht dicht geordnet, so gibt es Intervalle, die nicht zusammenhéngend sind.

Beweis. Zu (1). Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

(A). Wir zeigen zunichst, dass jedes Intervall I zusammenhéngend ist. Dazu ist zu zeigen,
dass es keine offenen Mengen U, V gibt mit den Eigenschaften UNIT # 0, VNI #0, I CUUV
und U NV NI =0. Angenommen, es gibe solche U, V.

Seidannu e UNTundv e VNI.DaUNV NI =0ist u##wv,esist dann (ndtigenfalls nach
Vertauschung der Bezeichnungen fiir U, V') u < v, und unser Intervall muss einen Grenzpunkt
kleinergleich u und einen Grenzpunkt grofergleich v haben, also ist [u,v] C I. Sei nun s das
Supremum von {z € U : < v} (einer nichtleeren, weil u enthaltenden, und durch v nach
oben beschrinkten Teilmenge von R). Es ist dann u < s < w, also s € I.

Wegen I C U UV muss nun s zu U oder zu V gehéren. Angenommen, s gehort zu U. Da U
offen ist, gibt es ein offenes Intervall ]a, b[ mit s € Ja,b] C U. Doch das kann nicht sein: wenn
s = v, wire v € U und insgesamt in v € U NV NI, was die leere Menge ist (4). Und wenn
s < v, liegt jeder Punkt von |s,min{b,v}[ in U (weil in ]a, b[), und da dieses Intervall wegen
der Dichtheit von T nichtleer ist, wéiren die Elemente dieses Intervalls Beispiele fiir Punkte aus
{z € U : x < v}, die groker als das Supremum s dieser Menge sind (4).
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Die Annahme ist also falsch, und s gehért zu V. Da aber auch V offen ist, gibt es ein offenes
Intervall J¢,d] mit s € J¢,d] € V. Doch das kann nicht sein: wenn s = u, wire u € V und
insgesamt in u € UNV NI, was die leere Menge ist (). Und wenn u < s, gibt es, weil s Supre-
mum und T dicht ist, in | max {c, u}, s[ ein Element von U: dieses ist zugleich Element von V'
(da € ]e,d[) und in I (da in Ju, s[), also insgesamt in UNV NI, was aber die leere Menge ist (4).

(B). Nun zeigen wir, dass jede zusammenhangende Menge A ein Intervall ist. Zunéchst ist die
leere Menge ein Intervall, denn wenn es ein ¢ € T gibt, ist () das Intervall [a, a], und wenn T
leer ist, so ist ) = T das Intervall | — 0o, 0o[. Sei nun also A nichtleer.

(a). Wir zeigen nun zunéichst, dass fiir Elemente x,y von A mit z < y auch alle m € ]z, y]
Elemente von A sind. Angenommen m ¢ A, so betrachte die Menge V := {{ € A : £ <m}
und {£ € A : £ > m}. Trivialerweise ist {V, W} dann eine Partition von A, und beide Mengen
sind in der von R auf A induzierten Spurtopologie offen. Also folgt, dass A nicht zusammen-
hiangend ist (4). Die Annahme ist also falsch, und m € A.

(b). Sei nun a = inf A und b = sup A. Da A nichtleer ist, ist a < b, und trivialerweise ist
A C [a, b]. Wir zeigen, dass alle m € |a, b Elemente von A sind. Fiir solche m gibt es néamlich,
das a Infimum und b Supremum ist und T dicht ist, einzundeiny € Amita <x <m <y < b,
also folgt m € A mittels (a). Insgesamt ist |a,b] C A C [a,b] = ]a,b[ U {a,b}. Dann gibt es
aber nur die Moglichkeiten A = ]a, a[ oder A = ]a,b] oder A = [a,b] oder A = [a, b].

Zu (2). Nach Voraussetzung gibt es z,y € T mit < y, so dass es kein m € T gibt mit z < m <
y. Dann ist [ := [z, y| ein Intervall, dass nicht zusammenhéngend ist: denn U := | — oo, y[ und
V := ]z, 0] sind offene Mengen mit den Eigenschaften UNT ={y} ZQund VNI ={z} #0
und I CUUV sowieUNVNI=0 1A

Nr. 48 (Satz) Zwischenwertsatz fiir Zeitketten

Sei [a, b] Intervall einer Zeitkette T.
Sei f: [a,b] — R stetig mit f(a) > 0 > f(b) oder mit f(a) <0 < f(b)
Dann existiert ein x € [a,b] mit f(z)f(o(x)) <O0.

Bem 1. f(x) ist hier in folgendem Sinn ein ,,Zwischenwert“ zwischen dem negativen f(a) und dem
positiven f(b): wegen f(x)f(o(z)) < 0 ist entweder eine der Zahlen f(z), f(o(z)) gleich 0, oder
beim Ubergang von = zu o(z) vollzieht sich bei den Funktionswerten ein Vorzeichenwechsel, also
eine ,,Nulldurchgang*.

Bem 2. Der aus der allgemeinen Topologie bekannte Zwischenwertsatz besagt, dass fiir topologische
Réaume X, stetige Funktionen f: X — R, zusammenhingende Punktmengen A des Raumes X und
Werte a,b € R mit a < b, die zu Wb(f) gehdren, stets auch jeder Zwischenwert € R mit a < z < b
zu Wh(f) gehort.

Dieser Satz kann im allgemeinen auf Zeitketten nicht angewendet werden, und zwar deshalb, weil

[a,b] bei nicht dicht geordnetem T nicht zusammenhingend sein muss (siehe Satz 47(2)).
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Beweis nach [Hil 88, Satz 1.4., S. 8|. Die Variante f(a) < 0 < f(b) kann man durch Ubergang
zu —f auf die Variante f(a) > 0 > f(b) zuriickfithren. Sei also f(a) > 0 > f(b). Angenom-
men, es existiert kein solches z. Dann gilt f(z)f(o(z)) > 0 fir alle x € [a,b]. Unter dieser
Annahme zeigen wir mittels des Induktinsprinzips fiir abgeschlossene Intervalle (Satz 42) fiir
alle ¢t € [a,b], dass f(t) > 0 (insbesondere gilt dann f(b) > 0, wodurch die Annahme widerlegt
ist).

. f(a) > 0 ist vorausgesetzt.

PP Sei f(t) > 0 und ¢ ist rechts-zerstreutes Element von [a,b[, per Annahme gilt also
f(&)f(o(t)) >0, und darum f(o(t)) > 0.

. Sei f(t) > 0 und ¢ rechts-dichtes Element von [a,b][. Wegen der Stetigkeit von f im
Punkt ¢ gibt es eine Umgebung von ¢, so dass fiir alle z € U gilt, dass f(z) in der vorgegebe-
nen Umgebung |5 f(t), 3 f(t)[ von f(t) liegt. Dann gilt aber f(z) > 1f(t) > 0.

. Nach Voraussetzung ist ¢ links-dicht und V z (z <t = f(z) > 0). Wegen der Stetigkeit
von f existiert zu jedem § > 0 eine Umgebung Us von t mit V x € Us f(x) € | f(t) — 6, f(t) + 4.
Da ¢ links-dicht ist, besitzt jede solchen Umgebung Us ein Element x5 mit x5 < t. Also folgt
0 < f(zs) < f(t) +d. Wire nun f(t) < 0, so wihlen wir ¢ := |f(t)| = —f(¢) und haben fiir
dieses 0 den Widerspruch 0 < f(zs5) < f(t) +0 =0 (4). Also folgt f(¢) > 0. W

Nr. 49 (Satz und Def) von einer Teilmenge erzeugtes Intervall einer Zeitkette
Sei T Zeitkette und A C T.

Dann bezeichnen wir den Schnitt I :=({X : X ist Intervall A A C X}
aller A umfassenden Intervalle als das von A erzeugte Intervall.

Es ist I das ,kleinste A umfassende Intervall* in folgendem Sinn:
1. T ist ein Intervall mit A C 1
2. Fiir jedes Intervall I mit A C I gilt 1 C T

3. Iist das einzige Intervall mit Eigenschaften (1) und (2)

Beweis. Zu (1). Dass I ein Intervall ist, zeigt man mit Satz 46 wie folgt: wenn a,b € I gegeben
ist, so ist a,b Element jedes A umfassenden Intervalls X, also folgt per Konvexitdt von X,
dass [a,b] € X C 1, also ist I konvex und daher ein Intervall.

Auferdem ist jedes Element z von A Element jedes A umfassenden Intervalls X, also x € I,
weshalb I selbst ein A umfassendes Intervall ist.

28



KAPITEL 2. ZEITKETTEN 24. KONVEXE MENGEN, INTERVALLE, TEILMENGEN

Zu (2). I ist eine der Mengen, deren Schnitt I ist, also gilt I C I.

Zu (3). Besitzt das Intervall Iy ebenfalls Eigenschaften (1) und (2), so gilt I C Iy, weil I
Eigenschaft (2) und Iy Eigenschaft (1) besitzt, und es gilt Iy C I, weil I Eigenschaft (2) und
I Eigenschaft (1) besitzt. B

Nr. 50 (Satz) Zusammensetzung einer Teilmenge aus maximalen Intervallen
Sei A Teilmenge einer Zeitkette T. Zu jedem x € A sei

Jr i =U{X : X ist Intervall N x € X C A}
die Vereinigung aller x enthaltenden und in A enthaltenen Intervalle.

1. J, ist das maximale x enthaltende und in A enthaltene Intervall in folgendem Sinn:

a) Jy ist ein Intervall mit x € J, C A

b) Fiir jedes Intervall J mit x € J, C A gilt J C J,,
und folglich fiir jedes Intervall J mit J, CJ CT: J=J;

c) Jy ist das einzige Intervall mit Eigenschaften (a) und (b)

2. A ist aus den maximalen Intervallen .J, zusammengesetzt, das heifit A = |J,c 4 Jz

Beweis. Zu (la). Um zu zeigen, dass J, ein Intervall ist, ist geméfs Satz 46 zu zeigen, dass
J, konvex ist. Seien also a,b € J,, dann ist a € X und b € Y fiir Intervalle X und Y, die =
enthalten und selbst in A enthalten sind. Dann ist X UY ebenfalls ein Intervall, dass = enthélt
und in Y enthalten ist, so dass X UY C J,. Auferdem gilt a,b € X UY, und per Konvexitét
des Intervalls X UY folgt [a,b] C X UY C J,. Damit ist J, selbst konvex, also ein Intervall.
Da x € [z,z] C A folgt = € J,.

Da jedes a € J, einem Intervall X mit X C A angehort, gilt schlieklich J, C A.

Zu (1b). Es ist J eine der Mengen, deren Vereinigung J, ist, daher folgt J C J,.

Zu (1c). Ist J' ebenfalls ein Intervall mit Eigenschaften (a) und (b), so folgt J C J,, weil J
Eigenschaft (a) hat und J, die Eigenschaft (b). Auch folgt J, C J, weil J, Eigenschaft (a) hat
und J die Eigenschaft (b).

Zu (2). Jedes x € A ist Element von .J, und somit von (J,¢ 4 Jz, also A C (U, 4 Jo. Umgekehrt
gilt wegen (la) fiir jedes x € A, dass J, C A, also folgt (J,cp Jo C A N

29



KAPITEL 2. ZEITKETTEN 2.5. SUBKETTEN UND SUBZEITKETTEN

2.5 Subketten und Subzeitketten einer Zeitkette

Nr. 51 (Def) Subkette und Subzeitkette einer Zeitkette

Eine Subkette einer Zeitkette (T, <) ist gemaf Def 6 eine strukturierte Menge (T', <) mit
T CTund <:=<nN (T x T).

Eine Subzeitkette einer Zeitkette T sei nun eine Subkette (T', <),
die selbst wieder bedingt vollstdndig geordnet (also eine Zeitkette) ist
und deren Ordnungstopologie mit der Spurtopologie von T im T’ {ibereinstimmt.

Nr. 52 (Satz) abgeschlossene Mengen und Intervalle als Subzeitketten

Sei (T, <) eine Zeitkette und (T’, <) eine Subkette von T,
wobei T’ eine abgeschlossene Menge oder ein Intervall von T ist. Dann gilt:

1. TV ist eine Subzeitkette von T
gfg; beschréiinkte Teilmenge A von T’ stimmt das

Supremum
Infimum

Supremum

2. Fiir jede nichtleere nach Infimum

von A im Raum T’ mit dem von A im Raum T iiberein

3. Die Spurtopologie von T auf T’ ist mit der Ordnungstopologie von T’ identisch

Beweis (vgl. [Hil 88, Satz 1.1., S. 1-3]).

Zu (1) und (2). Zu zeigen ist, dass jede nichtleere im Raum T’ nach unten bzw. oben beschrink-
te Teilmenge A von T’ ein Infimum bzw. Supremum in T’ hat, welches mit dem entsprechenden
Infimum bzw. Supremum in T {ibereinstimmt. Wir zeigen dies fiir das Infimum (fiir das Su-
premum betrachte die zu T und T’ dualen Ketten).

Sei A im Raum T’ eine nach unten beschrinkte nichtleere Teilmenge, und s untere Schranke.
Dann ist s auch im Raum T untere Schranke von A. Also besitzt A im Raum T ein Infimum
i. Wenn nun i € T’ ist, so ist dieses Infimum trivialerweise auch das Infimum von A im Raum
T’ und wir sind fertig. Was wir noch zeigen miissen, ist also, dass i € T'.

Sei zunéchst T’ ein Intervall. Jedenfalls ist i grofergleich der unteren Schranke s des Intervalls,
gilt also s < i < A. Wir wiahlen ein a € A. Es folgt s < i < a. Da aber T’ ein Intervall ist,
sind mit den beiden Punkten s, a auch alle Zwischenpunkte x mit s < x < a Element von T'.
Insbesondere folgt i € T'.

Sei nun T’ abgeschlossen. Da 7 im Raum T das Infimum von A ist, liegt in jedem ¢ enthaltenden
Intervall |z, y[ ein Punkt von A (sonst wére y untere Schranke von A, die grofer als ¢ wiire). Da
jede Umgebung von ¢ im Raum T ein solches Intervall enthélt, liegt in jeder Umgebung von ¢
ein Element von A, und damit ein Element von T'. Das aber heift, dass i ein Beriihrungspunkt
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von T’ ist. Wegen der Abgeschlossenheit von T’ gehort daher 7 zu T’.

Zu (3). Es bilden die Mengen

Jt1,t2[ N T mit t1,t2 € T eine Basis der Spurtopologie, withrend die Mengen
Jt1,t2[ VT mit t1,t5 € T eine Basis der Ordnungstopologie bilden.

Wir zeigen, dass beide Basen gleich sind.

Sei Jt1,t2[ N T" ein Basiselement der Ordnungstopologie (also mit t1,t € T’) so ist wegen
T’ C T dieses Intervall auch ein Basiselement der Spurtopologie.

Sei ]ti,t2[ N T’ ein Basiselement der Spurtopologie (also mit t1,t2 € T). Dann sei t, :=

sup{t €T : t<t;} fallst; €T baw. L. e inf{t €T : t>to} fallste €T

— oo falls t1 = —ooT o te T oo falls t1 = oo
Zur dieser Festlegung von t, bzw. t. beachte, dass im Fall t; € T bzw. to € T die genannten
Mengen nichtleer und oben bzw. unten beschrinkt sind, und dass nach dem bewiesenen Teil
des Satzes sup und inf auch auf die Zeitkette T’ bezogen werden kénnen, mithin ¢, € T' und
te € T’ gilt. Es ist daher |t,,te[ N T’ in jedem Fall eine Basis der Ordnungstopologie.
Trivialerweise gilt |t1,ta] C ]ta,te[, und daher Jt1,t2[ NT" C Jto,te[ N T'. Wir zeigen noch
Jta,te[ N'T" C Jt1,t2[ N T', dann gilt Gleichheit und wir sind fertig. Angenommen, fiir ein
s € |ta,te[NT" sei s < t1, dann ist t; # —oo, also t, = sup{t € T' : t <t1}. Zugleich ist
se{teT :t<t}, also muss s kleinergleich dem Supremum dieser Menge sein: das heifit
s <tq (4). Die Annahme ist also falsch und es gilt ¢, < s. Ebenso folgt s < t., also zusammen
s € ]tl, tQ[ NT. M

Nr. 53 (Def) I-O-Menge einer Zeitkette
Sei T eine Zeitkette, T/ C T.

T’ ist eine I-O-Menge von T :& es gibt ein Intervall I und eine offene Menge O mit T/ = T\ Q.

Nr. 54 (Satz) Abgeschlossene Mengen und Intervalle als I-O-Mengen

Abgeschlossene Mengen und Intervalle einer Zeitkette sind I-O-Mengen.

Beweis. Ist T” abgeschlossen, so T/ = I\ O, wobei I das Intervall T und O die offene Menge
CT” ist. — Ist T’ ein Intervall, so ist T/ = T’ \ §), wobei T’ Intervall und @ offene Menge ist. B
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Nr. 55 (Satz) Aquivalenzsatz fiir I-O-Mengen
Sei T Zeitkette und T eine Teilmenge von T.

Sei Ty eine beliebige Zeitkette (etwa T).
f: T — Ty eine streng isotone und stetige Funktion (etwa die identische Funktion idr).

Dann sind folgenden Aussagen dquivalent:
1. T ist -O-Menge von T.

2. Fiir jede nichtleere und (in T') nach lffg; beschrinkte Teilmenge A von T' existiert
. : : / . Supremum Supremum .
sowohl im Raum T wie auch in Raum T’ ein "7 von A, und das ~ P20 beider

Ré&ume ist identisch.

3. T ist Subzeitkette von T

4. T ist eine Zeitkette, und die Einschrinkung von f auf T’ ist stetig.

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 1.5.1, S. 23-24]).

Aus (1) folgt (2).

(a) Tst T” abgeschlossene Menge, folgt die Behauptung aus Satz 52(2).

(b) Ist T’ Intervall, folgt die Behauptung ebenfalls aus Satz 52(2).

(¢) Sei nun T’ beliebige I-O-Teilmenge von T, etwa T’ = I\ O mit einem Intervall T und
einer offenen Menge 0. Nach Satz 52 ist I eine Zeitkette, und O N1 ist eine offene Menge in I
(beziiglich Spur- und daher auch beziiglich Ordnungstopologie; beide sind ja nach Satz 52(3)
identisch). Also ist T\ (O NT) in I abgeschlossen. Nun ist T =T\ O =1\ (ONT).

Also ist T’ eine abgeschlossene Menge der Zeitkette I. Sei nun A nichtleere und in der ab-

geschlossenen Menge T’ nach Efteer; beschrinkte Teilmenge von T'. Wegen (a) existiert also

: : : /i Supremum Supremum : . .
im Raum I wie auch in Raum T ein """ " von A, und das “[}5 """ beider Réume ist
identisch.

Weiter ist A eine im Intervall I nach °Pe"

unten
also im Raum T wie auch in Raum I ein >

beschrankte Teilmenge von T. Wegen (b) existiert

et von A, und das S}fgﬁlmu'fnm beider Rdume ist

identisch. Insgesamt ist dann auch das Sﬁi’é;mu?nm der Raume T’ und T identisch.

Aus (2) folgt (3). Zu zeigen ist, dass T eine Zeitkette ist, bei welcher die Spurtopologie von T
auf T mit der Ordnungstopologie von T’ identisch ist. Dass T’ eine Zeitkette ist, folgt unmittel-
bar aus (2). Dass aber die Ordnungs- und Spurtopologie auf T’ iibereinstimmt, kann wortlich
so bewiesen werden, wie Satz 52(3) (im Beweis dieses Satzes ist lediglich die Passage ,dass
nach dem bewiesenen Teil des Satzes sup und inf auch auf die Zeitkette T’ bezogen werden
konnen“ zu ersetzen ist durch ,,dass nach Voraussetzung sup und inf auch auf die Zeitkette T
bezogen werden kénnen®).

Aus (3) folgt (4). Da f stetig ist, ist auch die Einschrinkung von f auf T’ mit der Spur-
topologie stetig. Da nach Voraussetzung die Spurtopologie mit der Ordnungstopologie (der
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Standardtopologie von T') {ibereinstimmt, folgt die Behauptung.

Aus (4) folgt (1). Sei I das von T’ erzeugte Intervall, also (siehe Satz 49) das kleinste T’
umfassende Intervall. Sei weiter O := I\ T". Dann gilt T/ = I\ O, und wir miissen nur noch
zeigen, dass O offen ist.

Nach Satz 50 ist nun O = UazE(O) Jz, wobei J, das maximale x enthaltende und in O enthaltene
Intervall bezeichnet. Wenn wir also zeigen, dass jedes J, offen ist, folgt die Offenheit von O
und wir sind fertig.

Wir betrachten also zu einem x € O das Intervall J, und zeigen, dass J, offen ist.

. Falls inf J,, € J,, so gibt ein ¢ € I mit ¢ < inf J,,

und falls sup, € J,, gibt es ein ¢’ € T mit sup J, < t’.

Zum Beweis des Lemmas zeigen wir die Existenz von ¢ (die Existenz von t’' folgt analog).

Es ist die Annahme zu widerlegen, dass es kein ¢ € I gibt, das kleiner inf J,, ist. Unter dieser
Annahme ist das Element inf J, € T untere Schranke von I, und zwar grofte untere Schranke
(ein s > inf J, kann nicht untere Schranke von I sein, denn da inf J, Infimum des Intervalls
Jy ist, gibt es zu s ein &’ € J, mit inf J, < s’ < s, und als Element von J, gehort s’ zu O und
darum zu I). Es gilt dann also inf J, = inf I =: a. Die Elemente kleiner als a liegen also nicht
in I, und somit erst recht nicht in der Teilmenge T’ von I. Auch liegen die Elemente von [a, z]
in J, (nach Voraussetzung des Lemmas ist ja a = inf J, € J, und trivialerweise ist = € Jg,
also liegen wegen der Konvexitét von Intervallen alle Elemente von [a,z] in J;), daher in O
und also nicht in T’. Insgesamt hat das gesamte Intervall | — oo, 2] mit T’ kein gemeinsames
Element. Dann ist aber I\ ] — 0o, z] ein T’ umfassendes Intervall, das kleiner ist als das grofte
T’ umfassende Intervall I (4). Die Annahme ist also falsch, und es gibt eine untere Schranke
t € I von J,, die kleiner als inf J,, ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Sei nun angenommen, J,, wire nicht offen. Dann ist J, nicht von der Form ]r, s[ mit r,s € T.
Also trifft eine der folgenden Aussagen zu:

(A) Jp = [r,s] mit nicht-minimalem r € T und nicht-maximalem s € T

(B) Jy = [r, s[ mit nicht-minimalem r € T und nicht-maximalem s € T

(C) Jp =]r,s] mit nicht-minimalem r € T und nicht-maximalem s € T

Wir sind nun fertig, wenn wir (A), (B) und (C) als unméglich erweisen.

. Nach dem Lemma gibt es eine untere Schranke u € I von J,, die kleiner als
r = inf J, ist, also ist u € | — oo, r[. Weiter enthélt [u, ] mindestens ein y mit y ¢ O, andern-
falls wire [u,r] C O und daher J, U [u,r] ein = enthaltendes und in @ enthaltenes Intervall,
das echte Obermenge von J, wire im Widerspruch zur Maximalitdt von J, (4). Neben u ist
auch r € I, da jar =€ [r,s] = J, € O C 1. Wegen u,r € I, folgt per Konvexitit von I, dass
auch y € I. Es ist also y € T\ O = T’ und zugleich y € | — oo, 7[, so dass M :=]| — oo, r[NT
nichtleer ist. Diese Menge M muss also wegen der bedingten Vollstéindigkeit der Zeitkette T’
ein Element S von T’ als Supremum besitzen.

Wiire S < r, so gébe es zwischen S und r kein Element von M = | — oo, r[NT'; da die Punkte
zwischen S und 7 in | — oo, r[ liegen, kénnen dann die zwischen S und r liegenden Punkte keine
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Elemente von T’ sein. Es sind dann also die Elemente zwischen max{S,u} und r Elemente
von I (weil sie zwischen den Elementen v und r von I liegen), die keine Elemente von T’ sind.
Insgesamt sind sie dann Elemente von Q. Daher ist J, U [u, [ ein x enthaltendes und in O
enthaltene Intervall, das echte Obermenge von J, wire im Widerspruch zur Maximalitdt von
Jz (4). Also ist S < r falsch.

Auch ist S € [r,s] = J, falsch, da die Elemente von J, zu ©@ und daher nicht zu T gehoren.

Somit muss s < S sein. Doch dann muss es zwischen s und S Elemente von M geben: was
nicht sei kann, da die Elemente von M alle kleiner als 7, erst recht kleiner als s sind (4).
Damit ist (A) falsch.

Treffe (B) zu| Da f|T’ stetig ist, ist das Urbild der offenen Menge |f(r), o0[ offen. Nun ist

(FIT)=L(f(r),00]) = F~1(f(r),00]) NT’, wegen der strengen Isotonie von f~! folgt trivialer-
weise f~1(]f(r),00[) = ]r, oo, also gilt f~1(]f(r),c0[) NT' = |r,00[N'T’, und da kein Element
von T in J, = [r, s[ liegt, ist |r,oo[NT" = [s,00[ N T".

Es muss nun also [s,00[NT" im Raum T’ mit der Ordnungstopologie offen sein. Insbesondere
muss es eine Umgebung U von (und somit ein offenes Intervall Jg, h[) um s im Raum T’ geben,
das Teilmenge von [s,00[ U T ist. Nun ist ¢ < s, und wegen [r,s[ = J, C O = I\ T kann
das Element g von T’ nicht in [r, s[ liegen. Also ist ¢ < 7. Nach dem Lemma gibt es nun ein
Element w von I, das untere Schranke von J, und also kleiner als r ist. Die Elemente von
[max {g, u}, r] sind dann wegen der Konvexitét von I Elemente von I, weil v und r solche sind.
Mindestens ein solches Element y ist ¢ O, andernfalls ware J, U [max {g,u},r| ein = enthal-
tendes und in Q enthaltene Intervall, das echte Obermenge von J, wire im Widerspruch zur
Maximalitit von J, (4). Daher ist y € I\ @ = T’. Doch ist y ein Element von |g, 7|, erst recht
von ]g, h[, das kleiner als r ist, also nicht zu [s, co[ gehért im Widerspruch zu |g, h[ C [s, 00[. (4).

Treffe (C) zu | Die Widerlegung ist analog zu der Widerlegung von (B). B

Nr. 56 (Satz) Charakterisierung der Subzeitketten einer Zeitkette

Die Subzeitketten einer Zeitkette
sind genau die Subketten, deren Triger eine I-O-Menge ist.

Beweis. Folgt aus der in Satz 55 enthaltenen Aussage, dass die dort genannten Bedingungen
(1) und (3) dquivalent sind. W
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Nr. 57 (Satz) Bewahrung von I-O-Mengen
bei isotonen und stetigen Funktionen

Sei f: T — T+ isotone und stetige Funktion zwischen Zeitketten.
1. Das Urbild einer I-O-Menge ist eine I-O-Menge

2. Das Bild einer I-O-Menge ist eine I-O-Menge

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 1.5.2, S. 24]).

u (1). Sei Iy \ Oy C Ty. Dann gilt f~[Is\ O] = f~1[I2]\ f~[O2]. Nun ist wegen der Stetig-
keit f~1[O3] offen. Bleibt nur zu zeigen, dass f~![I5] ein Intervall ist. Sei hierzu a,b € =[],
also f(a), f(b) € I, und sei x € [a,b], das heikt a < x < b. Dann folgt per Isotonie

fla) < f(z ) < f(b), und da I als Intervall konvex ist, gilt f(x) € Iy, also z € f~1[I)].
Daher ist f~![I5] konvex, also gemif Satz 46 ein Intervall.

Zu (2). Es geniigt zu zeigen, dass das Bild f[T] von T; eine I-O-Menge ist: denn der Fall einer
I-O-Menge T’ C T ist dann dadurch erledigt, dass wir von f: T;y — Ty zu der Einschrinkung
fIT": T/ — Ty iibergehen konnen (f|T ist ja wieder stetig und isoton, und T’ ist wieder
eine Zeitkette). Um nun zu zeigen, dass f[T;] eine I-O-Menge ist, geniigt es nach Satz 55 zu

zeigen, dass fiir jede nichtleere und (in der Kette f[T;]) nach l?ftf; beschrinkte Teilmenge A

Supremum

mfimum VoI A existiert, und dass

von f[T;] sowohl im Raum Ty wie auch in Raum f[T;] ein
das Sﬁf’éfn?;m beider Raume identisch ist. Da der Beweis fiir Supremum und Infimum analog
ist, geniigt der Beweis fiir das Supremum. Sei s das trivialerweise im Raum T existente Su-

premum von A. Wenn dieses in f[T1] liegt, sind wir fertig.

Es ist also die Annahme zu widerlegen, dass s ¢ f[T1].

Unter dieser Annahme sei A’ := {z : 3a € A x <a}. Dann besitzen A und A’ dasselbe Su-
premum s (denn trivialerweise ist jede obere Schranke von A auch eine von A’; aufierdem
ist wegen A C A’ auch umgekehrt jede obere Schranke von A’ auch eine von A). Ferner ist
A’ trivialerweise konvex und nach unten unbeschrinkt, also insgesamt ein nach unten unbe-
schrénktes Intervall. Dessen obere Grenze sup A’ = sup A = s ist nicht in A’ enthalten (sonst
folgt per Def von A’, dass 3 a € A s < a, da s Supremum von A ist, muss dann s = a sein,
also s € A C f[T4], also s € f[T1] gegen die Annahme). Folglich ist A" =] — oo, s|.

Weiter ist B := f71[A] = f7}]—o0,8[ ] ={z €Ty : f(x) €] —o0,s[} =
{x €Ty : f(z) € [00,s]} = f![[~o0,s]] als Urbild einer abgeschlossenen Menge eine in Ty
abgeschlossene Menge.

Ferner ist B nach oben beschrinkt: Da A in f[T1] nach oben beschrénkt ist, gibt es eine obere
Schranke S € f[Ti] von A. Da obere Schranken von A auch solche von A’ sind, ist S obere
Schranke von A’. Als obere Schranke muss S > s gelten, da aber nun s ¢ f[T;] ist, wihrend
S € f[T] gilt, ist S # s und daher folgt aus S > s, dass sogar S > s gilt.

Also gilt fiir alle a € A’, dass a < s < S. Wihle nun ein m € Ty mit f(m) = S. Wir behaup-
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ten, dass m obere Schranke von B in Ty ist. Es gilt namlich fiir jedes b € B wegen f(b) € A’,
dass f(b) < S = f(m). Daraus folgt b < m (denn wire b > m, so per Isotonie von f auch

f(b) = f(m) ().

Als nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von T besitzt B ein Supremum, und wegen
der Abgeschlossenheit von B liegt das Supremum (das ja Beriihrungspunkt ist) in B. Da also
Vbe B b<supB € B folgt per Isotonie:

f(b) < f(sup B) € f[B] = f[f A = {f(z) s w € fHAT} ={f(z) : x €Ty A f(z) € A}

C A’. Da s das Supremum von A’ in Ty ist, folgt

(A) f() < f(supB) < 5.

Nun gilt fiir @ € A wegen A C f[Ty], dass es ein x € Ty gibt mit f(z) = a. Da a auch in
A" = f71[B] liegt, ist ein solches z stets Element von B.

Mithin gibt es zu jedem a € A ein b € B mit f(b) = a. Daher folgt mit (A):
VaeAa= f(b) < f(supB) < s.

Damit ist f(sup B) eine obere Schranke von A, die kleinergleich der kleinsten obere Schranke
s ist. Folglich ist f(sup B) = s, also s = f(supB) € f(T1) (4). B
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2.6 Konvergenz von Folgen in Zeitketten

Da Zeitketten T topologische Rdume sind, steht aus der allgemeinen Topologie fiir Folgen in T
die Konvergenztheorie zur Verfiigung. Da Zeitketten Hausdorffraume sind (Satz 27), ist im Fall
der Konvergenz der Grenzwert stets eindeutig bestimmt. Im folgenden werden einige aus der
Konvergenztheorie der reellen Analysis bekannten Sdtze auf allgemeine Zeitketten iibertragen.

Nr. 58 (Satz) Monotoniekriterium fiir Konvergenz von Folgen in Zeitketten

isotone

Sei T Zeitkette und f monotone, genauer . '~ Folge in T.
1. f konvergiert im Raum T gegen ?E?\YVVE((}C))

2. fist in T nach °"" beschrinkt = f konvergiert im Raum T

unten

3. f konvergiert gegen ein Michi-maximales y o ¢ gt in T beschrinkt

nicht-minimales

4. Besitzt T kein 11\\44?;(1111111131127 so gilt: f ist in T beschrinkt < [ konvergiert im Raum T

Beweis fiir den Fall der Isotonie (fiir den Fall der Antitonie betrachte die duale Zeitkette).

Zu (1). Zunéchst existiert das Supremum: gibt es namlich keine obere Schranke in T, so ist oo
die kleinste obere Schranke; gibt es aber eine obere Schranke in T, so folgt wegen Wb(f) # ()
aus der bedingten Vollstindigkeit von T, dass es eine kleinste obere Schranke in T gibt.

Sei nun s = sup Wb(f) und U Umgebung von s. Zu U gibt es ein Basiselement |a,b[ der
Ordnungstopologie mit s €]a,b[C U. Nun gibt es ein Element f(ng) € Wh(f) mit a < f(no)
(andernfalls wire a eine obere Schranke von Wb(f), die kleiner wére als das Supremum (4)).
Wegen der Isotonie gilt fiir alle n > ng, dass f(no) < f(n) < s und darum f(n) €]f(no), s[C
Ja,b[C U. Also liegen fiir alle n > ng die Folgenglieder mit Index n alle in U.

Zu (2). Folgt aus (1), da wegen der Beschrénktheit nach oben sup Wh(f) € T ist.

Zu (3). Da t nicht-maximal ist, existiert ein u € T mit ¢ < u, und [—o0, u] ist eine Umgebung
von t. Wegen der Konvergenz liegen alle Folgenglieder mit Index > ng in dieser Umgebung.
Dann ist a := max {f,, : n ist Index der Folge mit n < ng} U {u} obere Schranke von Wh(f),
und (wegen der Isotonie) ist f(p) mit dem kleinsten Index p untere Schranke.

Zu (4). Folgt aus (2) und (3). ®

Nr. 59 (Satz) Teilfolgenkriterium fuer Konvergenz monotoner Folgen

Sei T eine Zeitkette, und x = (zp),cz>a (a € Z) monotone Folge in T und g € T.

x konvergiert gegen g < es gibt eine Teilfolge y von x, die gegen g konvergiert.
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Beweis. = ist klar (x selbst ist eine solche Teilfolge). Fiir Richtung < nehmen wir an, dass z
isoton ist (der antitone Fall wird analog behandelt). Sei y = (z4(,)) eine gegen g konvergente

Teilfolge von x. Dann gilt sup Wh(y) o s O also gibt es zu jedem s < g einen Index
atz

ny € Z=% mit s < Tty < g- Wegen der Isotonie von z gilt dann auch fiir alle n > f(no),
dass s < Ty(ny) < Ty < g. Also konvergiert (r,,) gegen g. B

Nr. 60 (Satz) Teilfolgen-Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrafl fiir Zeitketten
Sei T eine Zeitkette und f = (fn),cz>» (P € Z) Folge von Elementen von T.

f besitzt eine in T konvergente Teilfolge, und wenn Wb(f) in T beschrinkt ist, ist der
Grenzwert € T.

Beweis (vgl. [Heu 89, Abschnitt vor 23.3, S. 156]). Wegen des Monotoniekriteriums geniigt es
zu zeigen, dass eine monotone (isotone oder antitone) Teilfolge von f existiert. Wir definieren:

Ein Index m € Db(f) (= Z=P) heifte Gipfelstelle < f|Z=™ ist streng antiton

Erster Fall: es gibt unendlich viele Gipfelstellen. Dann gibt es zu jeder Gipfelstelle eine grofsere,
also kénnen wir rekursiv eine Folge g: Z=P — Z=P definieren durch:

g(p) := das Minimum der Menge aller Gipfelstellen

g(n+ 1) := das Minimum der Menge aller Gipfelstellen, die grofer als g(n) sind.

Dann ist stets g(n) < g(n + 1), also g streng isoton, so dass (fg(n))nezzp eine Teilfolge von
f ist. Zugleich sind alle Werte von g Gipfelstellen, also ist f \Zzg(") antiton, so dass wegen
g(n) < g(n+1) folgt fym) > fgn+1)- Mithin die genannte Teilfolge antiton.

Zweiter Fall: es gibt nur endliche viele Gipfelstellen, sei dann ¢ ihr Maximum. Dann ist zu jedem
n > q die Menge {x € Z=P : n <z A f, > f.} nichtleer (andernfalls wiire n Gipfelstelle,
die grofer als das Maximum ¢ der Gipfelstellen wére). Wir konnen also rekursiv eine Folge
g: Db(f) — Z~7 C Db(f) definieren durch:

9(p) :=q+1

gln+1) :=min{z € Z2 : > g(n) A fo> fym}

Dann ist wieder g(n) < g(n + 1), also g streng isoton, so dass (fg(”))nezzp Teilfolge von f
ist. Zugleich folgt per Def von g(n + 1), das fg(n) > fg(n+1)- Mithin ist die genannte Teilfolge
isoton. A

Nr. 61 (Satz) Existenz von Hiufungswerten von Folgen in Zeitketten

Sei 7 Zeitkette.

1. Jede in T verlaufende Folge f besitzt einen Hiufungswert in T,

2. Jede in T verlaufende beschriankte Folge f besitzt einen Haufungswert in T

38



KAPITEL 2. ZEITKETTEN 2.6. KONVERGENZ

Beweis. Nach dem Teilfolgen- Auswahlprinzip besitzt f eine konvergente Teilfolge in T bzw. in
T. Deren Grenzwert ist trivialerweise ein Hiufungswert der Teilfolge im entsprechenden Raum,
und somit auch ein Haufungswert von f. l

Nr. 62 (Satz und Def) Limes inferior und Limes superior in Zeitketten

Sei a = (a,) Folge in einer Zeitkette T und H die Menge der Hiufungswerte von a.

limsupa,, (lies: Limes superior von a) :=sup H
liminf a, (lies: Limes inferior von a) :=inf H

Stets ist limsup a,, € T U {oo} und liminf a, € T U {—occ}.

Beweis fiir den Limes superior (fiir den Limes inferior betrachte die duale Zeitkette).

Wenn H nach oben unbeschrinkt ist, so ist offenbar sup H = oc.

Wenn aber H nach oben beschrinkt ist, so ist sup H ein Element von T (denn H ist wegen
Satz 61 nichtleer und T ist bedingt vollsténdige Kette). B

Nr. 63 (Satz) Charakterisierung von limsup und lim inf

Sei (an),cy>p Folge in einer Zeitkette T.

lim,, .o SUPg>,, ax = limsup a,, und lim,_, infy>, a; = liminf a,

Beweis (vgl. [Ama 98, Theorem 5.5, S. 183]).
Wir beweisen die erste Behauptung (fiir die zweite betrachte die duale Zeitkette).

Zunéchst ist limy, oo SUPg>, ax wohldefiniert, denn (sup {ax : k > n}),cy>p ist trivialerwei-
se eine antitone Folge, besitzt also gemif Satz 58 einen Grenzwert in T, und war ist dieser
Grenzwert ¢ das Infimum von {supy>, ar : n € N}. Wir unterscheiden nun drei Félle:

’Erster Fall: t = foo‘ Dann gilt # K € TU{oo} V n € N K < supys, a; (andernfalls folgte
fiir ein solches K: K < infensupgs, ax = —oo (£)). Also gilt fiir jedes K aus T U {oc}, dass
es ein n € N gibt mit sup,, ax < K, also erst recht

(A) Vk>na, < K.

Hat nun T ein Minimum, so kénnen wir in Formel (A) fiir K das Minimum von T einsetzen:
dann besagt diese Formel, dass fast alle Folgenglieder den Wert —oo haben, so dass es im Inter-
vall | — 0o, o0], welches ja eine Umgebung jedes K € TU{oo} ist, nur endlich viele Folgenglieder
gibt. Also ist K kein Haufungswert der Folge und somit —oo ihr einziger Hiufungswert.

Hat aber T kein Minimum, so ist gibt es zu jedem K € TU{oo} ein s € T mit s < K (beachte,
dass T nichtleer ist, sonst gibt es keine Folge in T); setzen wir nun s fiir K in Formel (A)
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ein, so sehen wir, dass in der Umgebung |s, o] von K nur endlich viele Folgenglieder liegen.
Wieder ist K kein Haufungswert der Folge und somit —oo ihr einziger Haufungswert.
In jedem Fall ist also —oo einziger Haufungswert und somit = lim sup a,.

Zweiter Fall: t € T | Dann gilt fiir alle £ >t mit £ € T: 3n € NV K > n supysg ax € [ag, &,
also erst recht V k > n ay, < £. Daher ist € kein Haufungswert der Folge. Mithin gibt es keine
grofseren Haufungswerte als t. Wenn wir nachweisen, dass ¢ Haufungswert ist, ist somit ¢ das
Supremum der Haufungswerte.

Hierzu sei |t',t"[ (#',t" € T) eine Intervall-Umgebung von t (jede Umgebung enthilt ei-
ne solche als Teilmenge). Da fiir n € N der Wert supys,, ar grofergleich dem Infimum ¢
von {supgs, ar : n € N} ist, gibt es zu jedem n € N ein k > n mit a, > t (sonst wire
SUPgsy, ax < t' (4)). Wir finden also unendlich viele Glieder der Folge aj mit aj > . Nun sind
nur endlich viele grofer als ¢ (sonst gibe es keinen Haufungswert, der grofer als ¢ ist). Also sind
unendlich viele grofer als ¢ und kleiner als ¢ und liegen daher in |/, ¢”[. Also ist t Hiufungswert.

Dritter Fall: t = oo‘ Dann ist oo das Infimum von {sup;~,ar : n € N}, also folgt co <
SUpgs,, ax fir jedes n € N, so dass fiir alle n € N gilt supgs, ax = co. Es liegen dann in
jeder_Umgebung von oo unendlich viele Glieder der Folge (anjneN, so dass oo Hiufungswert
ist, und trivialerweise ist dies dann das Supremum der Menge der Haufungswerte. Bl

Nr. 64 (Satz) Limsup/Liminf-Kriterium fiir Konvergenz in Zeitketten
T sei Zeitkette und f = (f,) eine Folge in T.

f konvergiert gegen t < limsup,,_,., frn = liminf, .o fn
und im Fall der Konvergenz gilt lim,,_.« f, = limsup,,_, frn = liminf, .o fn

Beweis (vgl. [Ama 98, Theorem 5.7., S. 184]). =. Strebe f gegen t. Da in Hausdorffriumen
der Grenzwert einer konvergenten Folge ihr einziger Haufungswert ist, ist ¢ das einzige Element
der Menge H der Haufungswerte von f. Somit folgt limsup,,_, ., frn =t = liminf,, ., fn.

<. Sei limsup,,_,, frn = liminf, .o fr. Sei H die Menge der Hiufungswerte von f. Wegen
Satz 61 ist H # (). Auch enthilt H nicht mehrere Elemente (sonst géibe es s,t € H mit s < t,
also liminf, . fn < s < t < limsup,,_,. fn (4)). Also enthélt H genau ein Element ¢, so
dass limsup,, ., fn = min H =t = max H = limsup,,_, ..

Angenommen, f strebt nicht gegen ¢t. Dann gibt es eine Umgebung U von t, so dass es zu
jedem ng € N einen Index n > ng gibt mit f(n) ¢ U. Also kann man rekursiv eine Teilfolge f*
von f definieren, deren Glieder ganz auferhalb von U verlaufen. Diese Teilfolge besitzt dann
nach Satz 60 eine konvergente Teilfolge f**, deren Grenzwert s trivialerweise ein Hiufungswert
von f ist. Da f** auferhalb von U verlduft, ist s # ¢, und ist somit ein vom einzigen Element
t von H verschiedenes Elemente von H (). B
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3 Malketten

3.1 Definition und erste Folgerungen

Nr. 65 (Def) Mafikette

Eine strukturierte Menge (T, <, 1) heifst Mafkette
& (T, <) ist Zeitkette und g Funktion p: T x T — R mit fiir alle r, s,t € T:

(Axiom K: Kozyklus-Eigenschaft) pu(r, s) + p(s,t) = p(r,t)
(Axiom I: strenge Isotonie) r>s = p(r,s)>0
(Axiom S: Stetigkeit) 1 ist stetig

Die Zeitkette (T, <) heift die zugrundeliegende Zeitkette der Mafkette,
u heilt ihre Wachstumseichunyg.

Nr. 66 (Satz) Subtraktions—, Null- und Alternationsgesetze

Fiir r,s,t € T gilt:
1. (Subtraktionsgesetze) u(r,t) — u(s,t) = u(r,s) und pu(t,r) — p(t,s) = u(s,r)
2. (Nullgesetz) Fiirr,s € T gilt pu(r,s) =0 & r=s

3. (Alternationsgesetz)  pu(r,s) = —p(s, )

Beweis. Zum ersten Gesetz von (1). Per (K) ist u(r, s) + p(s,t) = p(r, t). Subtrahiere pu(s,t).
Zum zweiten Gesetz von (1). Per (K) ist u(t,s) + u(s,r) = p(t,r). Subtrahiere pu(t,s).

Zu (2), Richtung <. Per (K) ist u(r,r) + p(r,r) = p(r,r). Subtrahiere u(r,r).
Zu (3). Per (K) und Richtung < von (2) folgt wu(r, s)+u(s,r) = u(r,r) = 0. Subtrahiere pu(s,r).
Zu (2), Richtung =. Angenommen, r # s, dann ist entweder r > s oder s > r. Im ersten Fall

ist p(r, s) > 0 per (I). Nach demselben Axiom ist im zweiten Fall pu(s, ) > 0, und mit (3) folgt
p(r,s) = —p(s,r) < 0. In jedem Fall ist p(r, s) # 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. B
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Nr. 67 (Satz) Folgerungen aus der Isotonie

Fiir r,r1,7r9s,51,80 € T gilt:
1. (strenge Isotonie von u(e,s)) e <ry = p(ry,s) < u(re,s)
2. (strenge Antitonie von p(r,e)) s1 < s2 = p(r,s1) > u(r,s2)

> (0 genau dann wenn r > S

3. (Vorzeichenregel) p(r,s) ¢ <0 genau dann wenn r < s

=0 genau dann wenn r = s

Beweis. Zu (1). Wegen m < 7o folgt per Axiom (I) p(re,r1) > 0, und daher u(re,s) =
p(ra,mi) + p(re, s) > p(re, s).

Zu (2). Wegen s1 < sy folgt per Axiom (I) p(s2,s1) > 0, und daher p(r,s1) = p(r,s2) +
p(s2,s1) > p(r, s2).

Zu (3). Wenn r > s, ist p(r,s) > 0 wegen Axiom (I). Wenn r < s ist daher u(s,r) > 0, also
folgt nach Satz 66(3), dass u(r,s) = —u(s,r) < 0. Wenn r = s ist nach Satz 66(2) u(r,s) = 0.
Ist nun umgekehrt p(r,s) > 0 vorausgesetzt, so muss r > s sein, da die beiden anderen
Mboglichkeiten r < s und r = s nach dem eben Gesagten u(r,s) < 0 oder u(r,s) = 0 zur Folge
hétten (4). Genauso folgt aus u(r,s) < 0, dass < s, und aus u(r,s) =0, dass r =s. B

Nr. 68 (Satz) Aquivalente Formulierungen des Stetigkeitsaxioms

Sei die Kozyklus-Eigenschaft vorausgesetzt, sei s,t € T. Dann ist dquivalent:
1. p ist stetig
2. Die Funktion p(e,t) : T — T mit p(e,t)(x) := p(x,t) ist stetig
3. Die Funktion u(s,e): T — T mit u(s,e)(y) := p(s,y) ist stetig

Als Korollar folgt mit Axiom (S), dass in MaRkketten auber der Funktion y1 auch die Funk-
tionen p(e,t) und p(s,e) stetig sind.

Beweis. Wir zeigen jeweils die Stetigkeit in einem beliebigen Punkt des Definitionsbereichs.
Aus (1) folgt (2). Sei xg € T, und € > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von p in (zo,t) gibt es
eine Umgebung |a, b[ X ]c, d[ von (xg,t) mit fiir alle (x,y) € ]a,b[x]c,d] : |u(xo,t)—pu(z,y)| < e.
Dann ist |a,b[ eine Umgebung von z¢ und fiir alle x € ]a,b[ gilt (z,t) € Ja,b] X |c,d[, also
|p(zo, t) — p(x,t)| < e. Also ist u(e,t) in xg stetig.

Aus (2) folgt (3). Sei yp € T, und € > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von p(e,t) im Punkt
Yo gibt es eine Umgebung |a, b[ von yp mit fiir alle y € |a,b[ = |u(yo,t) — p(y, t)| < e. Fiir diese
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y gilt dann aber auch wegen der Subtraktionsgesetze (Satz 66(1)), dass |u(s,y0) — u(s,y)| =
[y, yo)| = |u(y, ) — p(yo, t)| < e. Also ist u(s,e) in yo stetig.

Analog folgt (2) aus (3). Mithin gilt (2) < (3).

Aus (3) folgt (1). Nach Voraussetzung gilt (3), und wegen der Aquivalenz von (2) und (3)
ist p(e,yo) und p(zp,e) fiir jedes xo,yo € T stetig. Sei nun also (zg,yp) € T x T und € > 0
vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von (e, yp) in x¢ gibt es eine Umgebung ]a, b[ von xp mit
(A) |u(zo,y0) — p(x,y0)| < § fiir alle z € Ja, b[.

Wegen der Stetigkeit von u(xo,e) in yo gibt es ebenso eine Umgebung |e, d[ von yo mit
(B) [u(wo, yo) — pl@o, y)| < 5 fiir alle y € Je, dl.

Nach den Subtraktionsgesetzen (Satz 66(1)) gilt |u(xo, yo) — u(xo,y)| = |u(y, yo| = |u(z, yo) —
p(z,y)l, also konnen wir fiir (B) auch schreiben:

(©) lu@,y0) — e, y)| < § fiir alle y € ]c, d].

Wegen (A) und (C) gilt schlieflich fiir alle (z,y) € |a, b[ % |¢, d[:

|10, y0) — (e, y)| = |u(zo, yo) — (@, y0) + plx, yo) — plz,y)l < |pu(xo,y0) — wlx; yo)| +
\(z,y0) — u(z,y)| < 5+ 5 =e. Also ist p in (29,0) stetig. W

Nr. 69 (Def) Submafikette

Eine Submafkette einer Mafkette (T, <,u) ist eine Makkette (T', <’ u'), so dass (T', <)
eine Subzeitkette von (T, <) und p' = p|(T' x T') ist. Wir schreiben dann fiir ¢’ wieder p.

Nr. 70 (Satz) Charakterisierung der Submafiketten einer Mafikette

Sei (T, <, u) eine Makkette, sei T C T,
und sei <' bzw. i’ die Einschrinkung von < bzw. p auf T x T.

(T', <’ i) ist SubmaRkette von T < T’ ist I-O-Menge von T.

Insbesondere ist also (T', <', i’) eine Submafkette,
wenn T’ eine abgeschlossene Menge oder ein Intervall von T ist.

Beweis. =. Ist (T',<’, 1) eine Submafkette von T, dann ist (T’, <') eine Subzeitkette von
(T, <). Das setzt nach Satz 56 voraus, dass T eine I-O-Menge ist.

<. Ist TV eine I-O-Menge, so folgt aus Satz 55 (wenn wir darin fiir f die nach Satz 68 stetige
und nach Satz 67 streng isotone Funktion p(e,t) fiir ein ¢t € T einsetzen), dass (T', <') eine
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Subzeitkette von (T, <) ist. Dieser Satz zeigt zugleich, dass die Einschrinkung von, p(e,t) auf
T, das ist u/(e,t), stetig ist. Daraus folgt die Stetigkeit von p'. Trivialerweise vererben sich
aukerdem auch die Kozyklus-Eigenschaft und die strenge Isotonie von p auf die Einschrankung
. Somit ist T/ eine Makkette. H

Nr. 71 (Satz und Def) Standardmafikette

Versieht man die reelle Zeitkette (R, <) mit der Funktion ug: R x R — R, pg(s,t) =s—t
fiir alle s,t € R, so sind offenbar die Axiome fiir eine Malkette erfiillt.

Die Makkette (R, <, ur) und ihre Submabketten heiken Standardmafketten.

Insbesondere sind die Subketten N und Z von R mit der Einschrinkung pn bzw. puz von pur
auf N2 bzw. Z? Submakketten von R und somit Standardmafketten.

Beweis. N und Z sind im Raum R abgeschlossene Mengen, also I-O-Mengen. Die Behauptung
folgt nun aus Satz 70. W

Nr. 72 (Satz und Def) Kornigkeit
Sei T eine Mafkette. Dann heifst die Funktion
p*: T — R20 mit p*(t) := u(o(t),t) die Kornigkeit der MaRkette.

Die Kornigkeit ist stets nichtnegativ.
Die Kornigkeit der Standardmafkette R ist konstant 0, die von Z und N ist konstant 1.

Beweis. Die Nichtnegativitit folgt wegen o(t) > ¢ aus Satz 67. In der MaRkette R gilt stets
p(o(t),t) = u(t,t) =0, und in der Mafkette Z gilt u(o(t),t) =t+1—-t=1.1
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KAPITEL 3. MASKETTEN 3.2. TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN

3.2 Topologische Eigenschaften von Malketten

Nr. 73 (Satz) Mafitketten als metrische Riume

Sei T eine Makkette. Dann ist eine Metrik auf d: T x T — R gegeben durch
|7, s| := |pu(r,s)| fir aller,s € T.
und die durch diese Metrik induzierte Topologie ist mit der Ordnungstopologie identisch.

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 2.2., erste Behauptung, S. 26]). Fiir r,s,t € T git:

Positive Definitheit: Nach Satz 66(2) gilt im Fall r # s, dass u(r, s) # 0, also |u(r, s)| > 0, das
heifst |r, s| > 0.

Symmetrie: Nach Satz 66(3) gilt |r, s| = |u(rs)| = | — u(rs)| = |u(sr)| = |s,r].
Dreiecksungleichung: Nach Axiom (K) gilt |r,s| = |u(r,s)| = |u(r,t) + w(t,s)| < |p(r,t)| +
lp(t, s)| = |r, t| + |t, s|. Also ist die angegebene Funktion d eine Metrik auf T.

Die durch die Metrik induzierte Topologie ist feiner als die Ordnungstopologie. Hierzu ist
zu zeigen, dass es zu jedem ¢t € T und jedem Basiselement |r, s[ der Ordnungstopologie mit
t € ]r, s| einen Ball B.(t) gibt, der Teilmenge von |r,s[ ist. Wir zeigen, dass dies mit dem
Ball B.(t) mit ¢ = min {|u(t,7)|, |u(s,t|} zutrifft. Ist ndmlich x € B.(t), so |z,t| < &, also
p(t,x) < |u(t,x)| < |p(t,r)], und da p(t,r) positiv ist (wegen ¢ > r und Satz 67(3)), folgt
lp(t, )| = u(t,r), insgesamt also u(t,x) < wp(t,r). Per strenger Antitonie von u(t,e) folgt
r T

Ebenso gilt p(z,t) < |u(x,t)] < |p(s,t)], und da p(s,t) positiv ist (wegen s > ¢ und Satz
67(3)), folgt |u(s,t)| = u(s,t), also insgesamt p(z,t) < u(s,t). Per strenger Isotonie von
u(t, ®) folgt dann s < ¢, insgesamt also r < = < s, das heifit = €]r, s[.

Andererseits ist auch die Ordnungstopologie feiner als die durch die Metrik induzierte. Dazu
zeigen wir, dass zu jedem t € T der Ball B.(¢) eine ¢ enthaltende offene Menge O der Ord-
nungstopologie als Teilmenge enthélt. Sei namlich O das Urbild der offenen Menge | — ¢, ¢
unter der Funktion p(e,t). Da diese Funktion offen ist, ist dann auch O offen, und es gilt fiir
x € O, dass u(z,t) €| —e,¢[, also —e < p(x,t) < g, also |u(z,t)| < e, also x € B.(t). &

Nr. 74 (Satz) Maftketten als Vereinigungen
abzihlbar vieler kompakter Intervalle

1. Jede MakRkette ist ein K,-Raum,

das heifst eine Vereinigung abzédhlbar vieler kompakter Mengen.
2. Jede Makkette T ist Vereinigung abzihlbar vieler kompakter Intervalle

3. Jede MaBkette T ist Vereinigung abzédhlbar vieler kompakter Intervalle,
von denen je zwei verschiedene héchstens einen Punkt gemeinsam haben,

der dann gemeinsamer Grenzpunkt dieser beiden Intervalle ist.
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Beweis (fiir (1) vgl. [Hil 90, Theorem 2.2., zweite Behauptung, S. 26f]).

Zu (1). Sei ty € T fest, und m := p(e,ty) die stetige und streng isotone Funktion m: T — R
mit m(t) := u(t, to). Fiir alle n € N sei nun

a falls inf m[T] = a € m[T] b falls supm|[T] = b € m[T]
an =19 a+ 2 fallsinfm[T] =a € R\ {m[T]} und b, :=<b— 2 falls supm[T] =b € R\ {m[T]}
-n falls inf m[T] = —oco n falls sup m|[T]

o

Nach Konstruktion gilt in jedem Fall T = (J,cnm !{[an, by]], und wenn m™![a,,by] stets
kompakt ist, sind wir fertig. Zu zeigen ist also, dass die Urbilder von [ay,,b,] unter m stets
beschrénkt und abgeschlossen sind. Da m stetig ist, sind die Urbilder abgeschlossen. Angenom-
men, m~{[a,, by]] wire nach unten unbeschrinkt: dann gibt es zu m=*(a,) in m~[[an, bi]]
ein kleineres Element ¢, und wegen der strengen Isotonie von m wire m(t) ein Element von
[an, by], das kleiner als a,, wire (4). Genauso fithrt man auch die Annahme zum Widerspruch,
dass das Urbild nach oben unbeschrinkt ist.

Zu (2). Nach (1) gibt es eine abzdhlbare Familie (Kj),y kompakter Mengen mit T =
Unen Kn. Da kompakte Mengen beschrinkt sind, gilt fiir alle n € N, dass inf K,,,sup K,
Elemente von T sind. Dann ist T = {J,,¢,,,n [inf Ky, sup K,,].

Zu (3). Nach (2) gibt es eine abzdhlbare Familie ([a,,by]), ey kompakter Intervalle mit T =
Unen [@n, bn]. Sei nun Iy := [ag, bo] und fiir alle n € Nt I 1 := [an, bn] \ Up<p, Li-

Dann ist trivialerweise (I,),,cy eine disjunkte Familie mit T = (J,, ¢y In- Durch triviale vollstan-
dige Induktion sieht man, das man jedes I,, als Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle
mit Grenzpunkten aus T schreiben kann (die nicht notwendigerweise kompakt sind). Sei m(n)
die Anzahl dieser Intervalle fiir I,,, und seien diese Intervalle selbst mit Jy1, . .. Jyp(n) bezeich-
net. Sei schlieRlich J;; jeweils das kompakte Intervall mit denselben Grenzpunkten wie J;;.
Dann kommen als gemeinsame Punkte von zwei verschiedenen der Intervalle J;; fiir i € N und
j €41,...,m(i)} nur Grenzpunkte in Frage, und zwar kénnen diese Intervalle hochstens einen
ihrer Grenzpunkte gemeinsam haben (sonst wéren sie identisch). Auferdem handelt sich um
abzéhlbar viele Intervalle, deren Vereinigung U;e; Ujeq1, m) Jij gleich T ist. W

Nr. 75 (Satz) Separabilitit von Mafitketten

Jede Mafkette T ist ein separabler Raum (vgl. Anhang, Def 351).

Beweis. T ist als Zeitkette nach Satz 44 lokalkompakt und nach Satz 73 metrisierbar. Nun ist
gilt aber fiir jeden lokalkompakten metrischen Raum, dass er genau dann eine Vereinigung

abzéhlbar vieler kompakter Mengen (kurz ein K,-Raum) ist, wenn er separabel ist (Beweis in
[Die 85, 3.18.3., S. 70]). Da also T nach Satz 74(1) ein K,-Raum ist, ist T separabel. B
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3.3 Isomorphie zwischen MaRketten

Nr. 76 (Def) Mafiketten-Morphismus, —Isomorphismus und —Isomorphie

Seien Tq, To Makketten und f: Ty — To eine Funktion.
f ist ein (Makketten-)Morphismus :< V7,5 € Ty pa(f(s), f(r)) = pi(s,r)

Bem. Trivialerweise ist die Identitdt idr fiir jede Mafkette T ein Morphismus, ebenso ist die Kom-
position von Morphismen f: Ty — Ty und g: Ty — T3 fiir Mafketten Ty, To, T3 wieder ein
Morphismus. Daher bilden die Mafketten zusammen mit den Morphismen ein Konstrukt (d. h. eine
konkrete Kategorie mit Struktur) im Sinne der Kategorienlehre. Wie in Konstrukten iiblich, werden
mit Hilfe der Morphismen Isomorphismen definiert:

f ist (Malketten-)Isomorphismus . f ist bijektiver Morphismus und f~! Morphismus

T, ist (Makketten-)isomorph zu T :& es gibt einen Isomorphismus von Tp in Ty

Nr. 77 (Satz) strenge Isotonie und Stetigkeit von Mafsketten-Morphismen

Jeder Mafbketten-Morphismus f: Ty — T ist streng isoton und stetig.
Unmittelbares Korollar: Jeder Mafkketten-Isomorphismus ist ein HomGomorphismus von T
in Tz.

Beweis. Wenn T leer ist, ist auch f leer und die Behauptung trivial.
Sei Tq nichtleer und 7 € Ty.

Zur strengen Isotonie. Sei z,y € T1 mit = < y gegeben. Dann folgt wegen der strengen Isoto-
nie von pi(e,7), dass pi(z,7) < pi(y, 7). Da f Morphismus ist, folgt daraus pa(f(z), f(7)) <
pa(f(y), f(7)). Angenommen, f(z) < f(y) ist falsch, dann gilt f(y) < f(z), und wegen der
strengen Isotonie von pa(e, f(7) folgt pa(f(y), f(7) < pa(f(z), f(7)) (4). Also ist die Annah-
me falsch und es folgt f(x) < f(y).

Zur Stetigkeit. Es ist zu zeigen, dass fiir Basismengen |p, q[ von Ty stets f~![ |p, q[ ] offen ist.

Wem wir zeigen, dass £~ Jq,p[] = u1(e,7) "] Juz(p, F(7). sz, £(r)]] g, sind wir fertig,
da letztere Menge offensichtlich offen ist. Die zu beweisende Gleichung lautet ausgeschrieben:

{zeTy : f(z) €lp,ql} = {z : pa(x,7) € Juap, f(7)), palq, f(1))[}

Um diese Gleichung zu beweisen, ist fiir alle z € Ty die folgende Aquivalenz zu verifizieren:

f(@) €lp.al & (7)€ lpa(p, £(7)), palg, F(7))[-
In der Tat gilt per Isotonie von uo(e, f(7)):

f(x) € Ipygl & p < fl@) < g & pp () < w(f(z),f(1) < pp, f(1) <
p2(p, f(7)) < pa(z,7) < pa(g, f(1)) & pa(z,7) € Jua(p, f(7)), palg, f(7))[. W
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Nr. 78 (Satz) Kriterium fiir Mafketten-Isomorphismen

Fiir MaBketten-Morphismen f: T; — To gilt:
f ist Isomorphismus < f ist surjektiv

Beweis. = ist trivial. Zu <. Da f nach Satz 77 isoton ist, ist f injektiv, wegen der vorausgesetz-
ten Surjektivitit also bijektiver Morphismus. Bleibt zu zeigen, dass f~!': To — T ebenfalls
Morphismus ist. Sei hierzu r, s € To. Dann ist f~1(r), f~!(s) € T;. Da f Morphismus ist, gilt
also o (f(f71 (), F(f1(s)) = ma(f (), f71(s), das heit pa(f~(r), f71(s)) = pa(r,5). W

Nr. 79 (Satz) Einbettungssatz

Jede Mabkette (T, <p, ur) kann in R eingebettet” werden, das soll heifen:
sie ist isomorph zu einer Submafkette von (R, <, ugr). Genauer gilt fiir jedes T € T:

pr(e, 7) ist ein Isomorphismus von (T, <r, pr) in (Wb(ur(e, 7)), <, i), wobei
<’ bzw. g die Einschrénkung von < bzw. ug auf Wb(uy(e, 7)) x Wh(ur(e, 7)) ist.

Beweis. Wenn T leer ist, ist T selbst eine Submafkette von R, die zu sich selbst isomorph ist. Sei
T nichtleer und 7 € T. Nun ist ur(e,7): T — R ein Morphismus von T in R, denn nach Satz
66 gilt fir r,s € T: ur(pr(s, 7), pur(r, 7)) = pr(s, 7) — pr(r,7) = pr(r, s). Wegen der Isotonie
und Stetigkeit von pr(e,7) ist nun nach Satz 57 die Teilmenge Wb(ur(e,7) von R eine I-O-
Menge, also handelt es sich bei Wh(ur(e, 7) mit den entsprechenden Einschriankungen von <
und pr nach Satz 70 um eine Submafkkette der Standardmakkette R. Weiter ist purp(e, 7): T —
Whb(ur(e, 7)) ein Morphismus, der trivialerweise surjektiv ist. Nach Satz 78 ist schlieflich h
pr(e,7) ein Isomorphismus von der Makkette T in die Submafkkette Wh(pr(e, 7)) von R. H

Nr. 80 (Satz) dichte Ordnung und Isomorphie zu reellem Intervall

Eine Mafskette T ist dicht geordnet < T ist isomorph zu einem reellen Intervall

Beweis. =. Nach Satz 79 gibt es einen Isomorphismus f von T in eine SubmaRkette T von R.
Um zu zeigen, dass T’ ein Intervall ist, miissen wir nach Satz 46 zeigen, dass T’ konvex ist, also
zu a,b € T mit a < b und ¢ € R stets ¢ € T' ist. Nun ist f nach Satz 77 stetige Funktion von
T in R. Da [a,b] nach Satz 47 zusammenhingend ist, ist auch T/ = f[A] zusammenhéngend,
also nach Satz 47 ein reelles Intervall.

<. Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismus f von T in ein reelles Intervall I C R.
Angenommen, T ist nicht dicht geordnet. Per Negation von Def 19 gibt es dann z,y € T mit
x < y, so dass es ein m € T gibt mit x < m < y. Wegen der strengen Isotonie von f folgt
f(z) < f(y) mit f(z), f(y) € I. Nun gibt es im reellen Intervall I = f[T] eine reelle Zahl
f(m) (m € T) zwischen f(z) und f(y), und aus f(x) < f(m) < f(y) folgt wegen der strengen
Isotonie < m < y (4). Die Annahme ist also falsch, und T ist dicht geordnet. B
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4 Differentiation

4.1 Differenzierbarkeit und Ableitung von Funktionen

Nr. 81 (Satz und Def) lokale Ableitung
Sei (T, <, ) Makkette, X Banachraum, f: T — X, t € T und z € X.

f hat an der Stelle ¢ die (lokale Delta-)Ableitung x <= Ve > 03U € U{t) Vs €
U f(e®) = f(s) —xp(a(t), s)l| < elp(a(t), )]

In dieser Definition kann man als Norm || e || eine beliebige zu der Norm von X
topologisch dquivalente Norm nehmen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Bedeutung der Definition sich nicht &ndert, wenn wir von
der Norm || e || von X zu einer topologische dquivalenten Norm ||| e ||| iibergehen.
Dazu ist zu zeigen, dass aus

Ve>03UeUMt)yVselU|f(a(t)— f(s)—zu(a(t),s)|| < elu(a(t),s)| folgt
Ve>03UeU(t) Vs eU || flot) — () — an(o(t), s)l| < elu(o(t),s)].

Gelte alsoVe>03U ed(t)VseU|f(a(t) — f(s) —au(a(t),s)] <elu(a(t),s)|.
Wegen der Aquivalenz der Normen gibt es ein § > 0 mit fiir alle y € X |||y[|| < §|y].
Zu € > 0 ist auch § > 0, also gibt es dann auch ein U € U(t) mit

Vs €U f(0t) ~ £(5) — splo(®),5)] < Su(o(t),s)],

also it ¥ s € U || flo(t)) — f(s) — au(o(t), )| < 6lf(o(6)) — £(5) — zulor(t), 5)|
< 65 (o (t),5)| = elu(o(t), 5)|. W

Nr. 82 (Satz) Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Ableitungen

Sei T MaBkette, X Banachraum, f: T — X und t € T. Dann gilt
1. Wenn t € T", hat f héchstens eine Ableitung in t.

2. Wenn t ¢ T", ist jedes x € X eine Ableitung von f in t.

3. Wenn X Nullraum ist, so hat jedes f an jeder Stelle t die Ableitung 0.

Beweis nach [Hil 90, Theorem 2.5.(i-ii), S. 28].
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Zu (1). Seien z,y Ableitungen von f im Punkt ¢. Nach Satz 40 gibt es in jeder Umgebung U
von t ein s € T mit s # o(t). Also gibt es zu jedem € > 0 ein s # o(t) mit

(A) [£(e(t)) = f(s) —zu(o(t),s)|| < 5[u(o(t), s)| und

(B) [If(o(t) = f(s) —yu(o(t),s)]| < 5lu(o(t),s)]

Nun ist ||z — y|||pu(o(t), s)| per Homogenitat der Norm

= Itz = y)ulo(t),s)ll = llzu(o(t), s) = (f(o(t) = f(s)) + (f(o(t)) = f(s)) —yu(o(t),s)ll, das
ist per Dreiecksungleichung < |lz(0(£).5) ~ f(o(t) — f(s))]| + lf(o(t) — £(s) — yu(o(t). ]|
das ist per (A) und (B) < ¢|u(o(t), s)|, insgesamt also

(C) lz = ylllu(o(t), s)] < elu(o(t), s)]
Wegen o(t) # s ist nun |u(o(t), s)| nach dem Nullgesetz fiir o (Satz 66(2)) von 0 verschieden.
Mithin kénnen wir (C) mit m multiplizieren und erhalten ||z — y|| < e. Da dies fiir jedes

positive € gilt, ist ||z — y|| = 0, also + — y = 0, und somit x = y.

Zu (2). Da t ¢ T", folgt mit Satz 40, dass o(t) = ¢t und {¢} Umgebung von t ist. Fiir € > 0 und
x € X ist dann {t} € $(¢) mit fir alle s € U (d. h. fiir s =t): || f(co(t)) — f(s) —zu(t,s)|| =
£ (@) = f(s) —ap(t,s)ll = [If(s) = f(s) —azuls, s)| = 0 < e|u(o(t), s)|.

Zu (3). Zu jedem € > 0 gilt fiir beliebige Umgebungen U von ¢ fiir alle s € U:

1 (o(t)) = f(s) = Ou(a(t), s)|| = 0 < elu(a(t), s)|. W

Nr. 83 (Satz und Def) lokale Differenzierbarkeit

Sei T Makkette, X Banachraum, f: T — X und ¢t € T.

f ist an der Stelle ¢ (lokal) Delta-differenzierbar (oder kurz (lokal) differenzierbar)
& f besitzt an der Stelle ¢t genau eine Ableitung.

Wenn X nicht der Nullraum ist, ist f héchstens an Stellen aus T* differenzierbar.

Beweis. Ist t ¢ T, besitzt f an der Stelle t nach Satz 82(2) jedes = € X als Ableitung. Da X
nicht Nullraum ist, sind dies mehrere Ableitungen, also ist f in ¢ nicht differenzierbar. B

Nr. 84 (Satz und Def) globale Ableitung und globale Differenzierbarkeit
Sei T Makkette, X Banachraum, f: T — X und D := {t € T® : f ist in ¢ differenzierbar}

Dann heikt f2: D(CT) — X,V t e D f(t) := die Ableitung von f an der Stelle ¢
(g9lobale) Delta-Ableitung (oder kurz die Ableitung) von f.

f heikt (global Delta-)differenzierbar genan wenn f= auf ganz T* definiert ist.
Dazu ist dquivalent: f besitzt in jedem t € T" eine Ableitung.

Beweis. = ist trivial, < folgt aus Satz 82(1). W
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Nr. 85 (Satz) Ableitung konstanter Funktionen

Sei T MaBkette, X Banachraum, f: T — X Funktion mit konstantem Wert c.

Dann besitzt f in jedem t € T die Ableitung 0.

Beweis. Ve > 0,s € T || f(o(t)) — f(s) — 0u(o(t),s)]| =0 < e|lu(o(t),s)|. B

Nr. 86 (Satz und Def) Ubereinstimmung mit der gewshnlichen Differentialrech-
nung, falls T reelles perfektes Intervall ist

Sei T C R perfektes Intervall, d. h. geméf Satz 31 ein Intervall mit mindestens zwei Punkten.
Sei & Banachraum und f: T — X. Seit € T und « € R.
f hat an der Stelle ¢ die Ableitung z < lim,_, FO-fs) _ o

t—s

f®)=f(s)

t—s

= x existiert.

f ist an der Stelle t differenzierbar < limg_¢

Im Fall der Differenzierbarkeit schreiben wir fiir f2(¢) auch f'(t).

Beweis. Da T perfekt ist, ist ¢ Hiufungspunkt von T und somit von T\ {¢} im Raum R, womit
eine notwendige Bedingung fiir die Existenz des Grenzwertes limg_¢ w = z erfiillt ist.
Zu jeder T-Umgebung U von t gibt es nun eine T-offene Menge O mit x € O C U.
Bezeichnen wir mit Bs(t) (6 > 0,¢t € R) die Bille des metrischen Raumes R, so sind die Men-
gen Bs(¢) N'T (6 > 0,t € T) die Bélle des metrischen Unterraums von R mit Triager T; der
von diesem induzierte topologische Raum ist der topologische Unterraum von R mit Trager T,
und dieser ist, da T als Submafkkette erst recht Subzeitkette von R mit Trager T ist (Def 69),
gemifs Def 51 mit der Ordnungstopologie ausgestattet, also der zu T zugehdérige topologische
Raum. Zu O gibt es daher ein Bs(7) NT, so dass t € Bs(7) N T C O C U. Insgesamt gibt es
also zu jeder T-Umgebung U von ¢ ein § > 0 mit Bs(7)NT C U.

Aus diesem Grund folgt aus Definition 81, dass f genau dann an der Stelle t € T die Ableitung
x € X hat, wennVe>030>0VseBs(t)NT | f(t)— f(s) —z(t — )| <elt —s]| gilt.
Das ist genau dann der Fall, wenn Ve > 036 >0V s € (Bs(¢t)NT)\ {t} ||WH <eg,

dasheift Ve>036>0VseT\{t} |s—t] <5 = L0 g <e

t—s

f®)—=1(s)

t—s

Das ist genau dann der Fall, wenn lim,_,, = z, und die erste Behauptung ist bewiesen.

Da T perfekt ist, ist jedes t € T Haufungspunkt, also besitzt jede Umgebung von ¢t mehr als
einen Punkt von T, also ist t € T" (Satz 40). Daher ist wegen Satz 82(1) die Differenzierbarkeit
in t dquivalent zur Existenz einer Ableitung in ¢t. Somit folgt die zweite Behauptung aus der
ersten. W
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Nr. 87 (Satz und Def) Differenzierbarkeit und Ableitung Af im Fall T =Z
Sei T die Standardmafkette mit Trager Z und f: Z — X.

f ist an jeder Stelle t € Z differenzierbar mit Ableitung f2(t) = f(t +1) — f(t).

Fiir f2(t) schreiben wir auch Af(t).

Beweis. Es ist U := {t} eine Umgebung von ¢, und fiir jedes € > 0 gilt dann fiir alle s € U
(das heift fiir s = t) unter Beriicksichtigung von o(t) =t + 1:

LF () = F5) = (F(E+1) — FO)lo(d), )] = IFE+1) = F(E) = (FE+1) = FO)E+1 D)
=0 < ¢|u(o(t), s)|. Somit hat f an der Stelle ¢ die behauptete Ableitung, und die Differen-
zierbarkeit folgt wegen Z = Z" aus Satz 82(1). B

Nr. 88 (Satz) Differenzierbarkeit und Ableitung der Funktion p(e,7)

Fiir Mafketten T ist die Funktion j(e,7): T — R
an jeder Stelle t € T" differenzierbar und hat an jeder Stellet € T die Ableitung 1.

Beweis. Fiir t € T folgt fiir jedes € > 0 und s aus der Umgebung T von t:

1(o(t),7) — (s, 7) — 1alr (), )] = a(o(2), 7) + pa(ry ) + (s, o (8)] = a(r(2), (1)

= 10| = 0 < e|u(o(t),s)|. Somit hat p ﬁberall die Ableitung 1, hat also nach Satz 82(1) an
Stellen ¢t € T* die Zahl 1 als einzige Ableitung und ist daher dort differenzierbar. B

Nr. 89 (Satz) Differenzierbarkeit und Ableitung stetiger Funktionen
in rechts-zerstreuten Punkten

Sei T MaBkette, X Banachraum, sei f: T — X in t zugleich stetig und rechts-zerstreut.

f ist in t differenzierbar und hat dort die Ableitung f>(t) = %)(;)f(t)

Beweis nach [Hil 90, Theorem 2.5.(v), S. 28f]. Da t rechts-zerstreut ist, gilt ¢ < o(¢). Dann
ist U :=] — oo, 0(t)[ eine Umgebung von ¢t mit ¥V s € U s < o(t), insbesondere s # o(t) und
daher u(o(t),s) # 0. Daher ist die Funktion g: U — X mit V s € U g(s) := % wohl-
definiert und wegen der Stetigkeit konstanter Funktionen sowie der Stetigkeit der ddition,
Multiplikation und Kehrwertbildung ist g stetig in ¢.

Fiir ¢ > 0 gibt es daher ein V' € Uy (t) (was offenbar auch eine Umgebung von ¢ im Raum T

ist), so dass fiir Vs € V || f(Z(t));J;)(S) - f(U((t)();f(t) || < e. Fiir diese s gilt dann auch:

(o) = f(s) = LADO (o (r), 5] = | LGELS - LEDAD | |u(o(t), 5)] < elp(o(t), s)]-
Damit hat p in ¢ die genannte Ableitung. Da ¢ rechts-zerstreut ist, ist ¢ nichtmaximal, also
€ T*, und nach Satz 82(1) folgt die Differenzierbarkeit von f in ¢. B
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Nr. 90 (Satz) Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Sei T MaBkette, X Banachraum und habe f: T — X im Punktt € T
eine Ableitung (das heifst: es ist f dort differenzierbar oder t ¢ T").

Dann ist f in t stetig. — Insbesondere sind global differenzierbare Funktionen global stetig.

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 2.5.(iii), S. 28]). Da ¢ eine Umgebungsbasis aus kompakten
Intervallen besitzt, konnen wir eine kompakte Umgebung U von ¢ wihlen. Da u(o(t), e)|U eine
auf der nichtleeren kompakten Menge U definierte stetige Funktion ist, ist ihre Komposition
mit der stetigen Betragsfunktion b ebenfalls stetig. Da stetige Funktionen die Kompaktheit
iibertragen, ist das Bild von b o (u(o(t),e)|U) kompakt. Daher existiert das Maximum von
{lu(o(t),s)| : s € U} und dann trivialerweise auch das Maximum m von {|u(c(t),s)| : s € U}
U{lIFA@)|1}. Ist nun ¢ ¢ T, so gilt nach Satz 40, dass {t} eine Umgebung von t ist, so dass
die Stetigkeit von f im Punkt ¢ trivial ist. Sei also t € T*.

Dann gilt m > 0, denn dann gibt es in U gemifs Satz 40 ein von o(t) verschiedenes s, also ist
p(o(t),s) #0, also |u(o(t),s)| > 0, also ist auch das Maximum m grofer als 0.

Wegen der Differenzierbarkeit von f und der Stetigkeit von p(o(t),e) (und da der Schnitt von
Umgebungen wieder eine Umgebung ist) gibt es eine Umgebung V' von ¢, so dass zugleich

(1) [f(e®) = f(s) = FABulo(t),s)] < g5 ]u(o(t,s)] und
(2) |uo(t),s) — pulo(t), )] < 5 gilt.
Dann gilt fiir alle s aus der Umgebung V NU von t:

DIl = [1£(s) = Flo®) + FABu(o(t), ) + o) — F(t) — fABu(o(t), )
Du(o(t), ) — ulo(®), )]
S0 @), )] + (e, O) + [ F2@) 5 < £2m+ Zm =< W

Nr. 91 (Satz) Differenzierbarkeit bei Einschrinkung und Erweiterung

Seien Tq, To Makketten, wobei T Intervall von Tq ist.
Sei t € TY (erst recht ist dann t € T%) und or,(t) € Ty (dann ist o1, = or,).
Sei schheﬁhch X Banachraum und f: Ty — X sowie g: Ty — X mit f = g|T;.

1. g ist an der Stelle t differenzierbar = f ist an der Stelle t differenzierbar

2. Ist t kein Extremum von T1 oder t = min T; = min T oder t = maxT; = max To,

gilt auch die Umkehrung.

3. Im Fall der Differenzierbarkeit von g gilt f*(t) = g™ (t).
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Beweis. Zu (1) und (3). Sei g in ¢ differenzierbar mit Ableitung z. Sei ¢ > 0. Dann gibt es eine
Umgebung U von ¢ im Raum Ty mit fiir alle s € U:

(A) llgle(®)) —g(s) —zu(o(t), )|l < elp(a(t), s).

Es ist dann U N T; eine Umgebung von t im Unterraum T; von Ty, und es gilt (A) fiir alle
s € UNT;. Nun bleibt Aussage (A) wahr, wenn man darin o und g als Sprungoperator bzw.
Wachstumseichung in der Mafkette Ty (statt von Ts) interpretiert (beziiglich o gilt dies, weil
es wegen der in Satz 46 begriindeten Konvexitét des Intervalls Ty zwischen ¢ und o7, (t) kei-
ne Elemente von To \ Ty gibt). Aukerdem gilt fiir s € U NTy, dass g(o(t)) = f(o(t)) sowie
f(s) = g(s). Also folgt aus (A) per Def des Ableitung, dass f ebenso wie g an der Stelle ¢ die
Ableitung = hat. Wegen t € T7 ist x die einzige Ableitung, also f an der Stelle ¢ differenzierbar.

Zu (2). Nun ist vorausgesetzt, dass f an der Stelle ¢ die Ableitung x hat und die Bedingung
(B) t ist kein Extremum von Tp oder ¢ = min Ty = min Ty oder ¢ = max T; = max Ty

erfiillt ist. Sei € > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von ¢ im Raum T; mit fiir alle s € U:

(C) [lf(a(®)) = f(s) —xp(o(t), s)l| < elua(t), )]

Nun enthélt U im Raum T; ein offenes Intervall ]a, b[, in dem ¢ liegt (a,b € T;). Wir bestimmen
nun gewisse a, 3 € Ta:

Wenn ¢ in T} nichtminimal ist, gibt es ein ¢ € Ty mit ¢ < ¢, und wir setzen « := max {a, c}, was
jedenfalls von —oo verschieden und daher ein Element von T C Ts ist. Wenn aber ¢ = min Ty,
ist das wegen (B) auch = min Ty, dann muss a die untere adjungierte Schranke —oo von T
sein. Wir nehmen dann als o die untere adjungierte Schranke von Ts.

Entsprechend definieren wir §: wenn t nichtmaximal ist, nehmen wir ein ¢ > ¢ und setzen
B :=min{b,c} € Ty C Ta. Andernfalls sei 5 die obere adjungierte Schranke von Ts.

Mit diesen a, 8 gilt dann: ¢ € Jo, B[ C U, es ist also U’ := ]a, [ eine Umgebung von ¢ im
Raum Ty, und fiir alle s € U’ gilt (B). Da man o und g in (C) auch als Sprungoperator
bzw. Wachstumseichung in der Mafkette Ty interpretieren kann, und g(o(t)) = f(o(t)) sowie
f(s) = g(s) fiir s € U’ gilt, folgt aus (C) per Def des Ableitung, dass g ebenso wie f an der
Stelle ¢ die Ableitung x hat. Wegen ¢t € T5 ist = die einzige Ableitung, also f an der Stelle ¢
differenzierbar. B
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Nr. 92 (Satz) Ableitung komplexer Funktionen
Sei T MabBkette, f: T— C,t € T und z € X.

1. f hat an der Stelle t die Ableitung x

< Re f hat an der Stelle t die Ableitung Rex und Im f die Ableitung Imx
2. f ist in t differenzierbar < Re f und Im f sind in t differenzierbar
3. fA(t) = (Re /)2(t) +i(Im f)2(1)

4. f ist differenzierbar < Re f und Im f sind differenzierbar
und im Fall der Differenzierbarkeit gilt f» = (Re f)* 4+ i(Im f)*.

Beweis. Zu (1). Habe f hat an der Stelle ¢ die Ableitung z, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
Umgebung U von ¢t mit fiir alle s € U:

(A) 1F(o() — £(5) — zpu(o(t), 5)| < elu(o(t), 5)]

Fiir komplexe Zahlen x gilt | Rez|, | Im z| < |z|. Es bleibt also (A) giiltig, wenn die linke Seite
durch [Re(f (o (t)) — f(s) = zpu(o(t), s)|, das ist [(Re f)(o(t)) — (Re f)(z) — Rezu(o(t), s)] er-
setzt wird, und ebenso, wenn sie durch |(Im f)(o(¢)) — (Im f)(z) —Im zp(o(t), s)| ersetzt wird.
Also haben Re f bzw. Im f an der Stelle ¢ die Ableitung Re z bzw. Im z.

Habe umgekehrt Re f und Im f an der Stelle ¢t die Ableitung Rex bzw. Imx, so gibt es zu
jedem € > 0 eine Umgebung U von t mit fiir alle s € U:

(B) [Re(f(0(t)) — £(s) — zp(o(t), 5))| < Lelu(o(t), )] und

(©) [(f(o(t) — £(5) — 2o (2), )] < Selp(o(t), )]

Da fiir komplexe Zahlen z gilt |x| < |Re(x)|+ | Im(x)|, folgt aus (A) und (B), dass |f(o(t)) —
f(s) —xu(o(t),s)| kleinergleich der Summe der linken Seiten von (A) und (B) ist, also auch
kleinergleich der Summe der rechten Seiten, das heift < e|u(o(t),s)|. Damit hat f an der
Stelle ¢ die Ableitung «.

Zu (2). Folgt unmittelbar aus (1).

Zu (3). Wegen (2) ist die linke Seite der Gleichung genau dann definiert, wenn es die rechte ist.
Daher gilt die Gleichung, wenn eine der beiden Seiten (und daher jede) undefiniert ist. Wegen
(1) gilt die Gleichung auch, wenn eine der beiden Seiten (und daher jede) definiert ist.

Zu (4). Wegen (2) gilt die behauptete Aquivalenz. Im Fall der Differenzierbarkeit ist T Defini-

tionsbereich sowohl von f2 wie auch von Re f und Im f, so dass beide Seiten der behaupteten
Gleichung wohldefiniert sind. Die behauptete Gleichung gilt dann wegen (3). B
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Nr. 93 (Def) Ableitung mehrdimensionaler Funktionen

Sei T Makkette, n € N, f: T— K", t€ T und z € X.
Fiir ¢ € {1,...,n} kiirzen wir die i-te Komponente eines y € K" mit y; und die i-te Kompo-
nentenfunktion einer Funktion g in K" mit g; ab.

1. f hat an der Stelle ¢ die Ableitung x
& fiir jedes i € {1,...,n} hat f; an der Stelle ¢ die Ableitung z;

2. f ist in t differenzierbar
< fiir jedes i € {1,...,n} ist f; in ¢ differenzierbar,

3. fA(1) = (/R (), [ (1))

4. f ist differenzierbar < fiir jedes i € {1,...,n} ist f; differenzierbar,
und im Fall der Differenzierbarkeit gilt f& = (f&,..., f2).

Beweis. Zu (1). Im Fall n = 0 ist K" = {} Nullraum; dann siehe Satz 82(3). Sei also n € N®.
In der Definition der Ableitung diirfen wir nun wegen Satz 81 und der Aquivalenz der Normen
auf K" eine beliebige Norm des K" einsetzen. Wir nehmen die Maximumsnorm, es ist dann
also fiir alle y € K™: ||y|| = max;es |yi|. Nun gilt: f hat an der Stelle ¢ die Ableitung z
© Ve>03Uelt)VseU |flot) - f(s) —aulo(t),s)l| < elu(o(t), )]
& Ve>03Uel(t)¥s el maxicq,. ny lfi(o () — fils) — mn(o(t), s)| < elu(o(t),s)]
S Ve>03aUeld(t)VseU

Ao ) = fi(5) = 210 (1), 5)]s -, | fal0 (D) = Fuls) — 2ap(o(t), 5)] < elu(o(®), )|
< firalleie{l,...,n} gt Ve>03U eU(t) VseU

|fi(a(t)) = fils) = wip(o(t), s)| < elu(o(t), )|
< fiir allei € {1,...,n} hat f; an der Stelle t die Ableitung z;.

Zu (2). Folgt unmittelbar aus (1).

Zu (3). Wegen (2) ist die linke Seite der Gleichung genau dann definiert, wenn es die rechte ist.
Daher gilt die Gleichung, wenn eine der beiden Seiten (und daher jede) undefiniert ist. Wegen
(1) gilt die Gleichung auch, wenn eine der beiden Seiten (und daher jede) definiert ist.

Zu (4). Wegen (2) gilt die behauptete Aquivalenz. Im Fall der Differenzierbarkeit ist T De-

finitionsbereich sowohl von f2 wie auch von flA und ... und an, so dass beide Seiten der
behaupteten Gleichung wohldefiniert sind. Diese Gleichung gilt dann wegen (3). B
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Nr. 94 (Satz) Linearitit der Ableitung

Sei T Mafkette und X Banachraum. Seien f:T — X und ¢:T — X int € TF
differenzierbar und A € K. Dann ist auch f + g und Af in t differenzierbar, und es gilt:

L (f+9)2(t) = fA(1) + g2(t)

2. (AR =220

Beweis. Zu (1). Zu § gibt es nach Voraussetzung (und weil Schnitte zweier Umgebungen wieder
eine Umgebung von ¢ sind) eine Umgebung U von ¢ mit fiir alle s € U:

1£(o(t) = £(5) = FA(Onlo(t), 9)l| < 5lulo(t), s)| und zugleich

lg(a(8)) = g(s) — 9> (B)ula(t), 8)|| < 5lu(a(t), s)l,

also folgt mit der Dreiecksungleichung

I(F +9)(a(®) = (f +9)(s) = (f2(t) + g2 O)u(a(t), s)| < [ f(a(8)) = f(s) = fAB)(o(t), )]
+Hlg(a(®) = g(s) = g*(Oulo(t), s)| < elu(o(?), s)|-

Zu (2). Im Fall A = 0 siehe Satz 85. Sei also A # 0. Dann gibt es zu ﬁ eine Umgebung U von
t mit fiir alle s € U:

1£(o(t) = £(s) = fAu(o(®), s)lI < §lu(o(t), )],

und es folgt per Homogenitit der Norm
1) (@ (@) = (AF)(s) = AFAE)u (), s)ll = [N (@ () = f(s) = fA(E)ula(t), 5)]
< [Axlulo(t), s)| = elp(o(t), ). ®

Nr. 95 (Satz und Def) Multiplikation zwischen halbnormierten Vektorrdumen

Seien V1, Yo, V3 halbnormierte K-Vektorrdume, und -: Y3 X Yo — V3. Dann heifst - eine
(mit den Halbnormen vertréigliche) Multiplikation zwischen Y1, Vs, V3, genau wenn gilt:

1. (Distributivitat) V a,b € Y1 V ¢,d € Yo (a+b)c = ac+ bc und a(c+d) = ac+ ad
2. (Vorzeichenregeln) Va € Y1 Vbe Yy — (ab) = (—a)b=a(-Db)

3. (multiplikative Dreiecksungleichung) V a € Y1 Vb e Yy |labl| < |a|| bl

Fiir solche Multiplikationen gelten zwei weitere Vorzeichenregeln: (—a)(—b) = ab und
(=1)a = —a, sowie das Minus-Distributivgesetz (a — b)c = ac — be und c¢(a — b) = ca — cb
Beweis. Mit d := —a gilt (—a)(—b) = d(—b) = —(db) = —((—a)b) = — — (ab) = ab, auferdem

(—1)a = —(la) = —a sowie (a — b)c = (a + —b)c = ac + (—b)c = ac + —(bc) = ac — be, analog
folgt c¢(a —b) = ca —cb. B
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Beispiele fiir Multiplikationen
1. Y1 = Yo = Y3 ist normierte K-Algebra und - ihre Multiplikation, also etwa

a) Y1 =Yy = Y3 = K mit Betragsnorm und Kérpermultiplikation
b) Vi=Yo=Y3= K™ ™ mit, Abbildungsnorm und Matrixmultiplikation

c) Y1 =Ys = Y3 = Menge L(V) der beschrinkten linearen Endomorphismen in einem
normierten Vektorraum V mit Operatornorm und Komposition als Multiplikation

2. Y1 =K und ), = V5 ist normierter K-Vektorraum und - die Skalarmultiplikation
3. V1 = Y5 ist Innenproduktraum und Y3 = K und - das Innenprodukt

4. V) = Yy = Y3 = R3 mit der Hilbertnorm als Norm, und - ist das dufsere Vektorprodukt

Nr. 96 (Satz) Produktregel

Sei T eine Mafkette, seien X1, X, X3 K-Banachraume,
sei -: X1 X Xy — A3 eine Multiplikation zwischen X, Xo, X3 gemaf Def 95
und seien f: T — X7 und g: T — X5 in t € T* differenzierbare Funktionen.

Dann ist auch f - g in t differenzierbar, und es gilt (fg)>(t) = f(o(t))g™(t) + f2()g(t).

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 2.6.(ii), S. 30]). Sei € > 0 vorgegeben. Dann sei:
{1 falls || f(o(2))]| =0 . {1 falls || f2(2)] = 0
€1 = = und g3 := .

' €2 Tg)les e
S Sonst ’ aFa@y  Sonst

Dann sind €1, €2, €3 positive Zahlen, so dass jeder Summand in
lf(a@)ller + (lg@)|l + e3)e2 + ||fA( t)|les kleinergleich § ist; also gilt
(A) fe@)ller+ (gl + es)e2 + [ F2 () les < e.

Da f, g in t differenzierbar und ¢ nach Satz 90 in ¢ stetig ist, gibt es ein U € $(¢) mit
(B) llg(a(t) = g(s) — g*(t)ulo(t), s)|| < e1lu(a(t), 5)| und

(©) f(a(®) = f(s) = FADOu(a (), 5)|| < ealulo(t), )| und

(D) llg(s) —g@) < es.

Mit Hilfe von (A) b

is (D) schlieft man, dass fiir alle s € U gilt:
1f(o(t)g(a(t)) — s
(ot

F(s)g(s) = (F(a(®))g>(t) + fA (O g()nlo(?), s)ll
= f(e(t)g(a(t)) = f(s)g(s) = f(o(t))g® (t)u(a(t), s) — f2()g(t)u(o(t), s)l]
= [lf(a(®)lg(o(?)) = g(s )—gA() (o), s)]

+Hf(o(t) = £(s) = fFAOu@(t), )l(g(t) + g(s) — 9(1))

+2(B)1g(s) — g(O]ula(t), s)l|
< [If(o®)ller] (e (t), )| + (gl + es)eal (e (t), )| + [1F2 (B lleslu(o (), 5)]
<elp(o(t),s)|. W
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Nr. 97 (Satz) Invertierungsregel (Quotientenregel)

Sei T Makkette, X Banachalgebra, f: T — X eine in t € T" differenzierbare Funk-
tion, so dass f(s) fiir alle s € T invertierbar ist.

Dann ist auch die Funktion g: T — X mitVt € T g(t) := f(t)~! im Punkt t differenzierbar
und es gilt 9> (t) = —g(o(1)) /2 (D)g(1).

Korollar. Ist die Banachalgebra kommutativ, ist t rechts-dicht (< o(t)
und schreiben wir fiir das fiir das inverse Element ! von x € X stets

t)

e 8 [= ||
—
~
S~—
Il
|
<
@‘H
=
[\
s
>
—~
~
SN—

so geht obige Formel offenbar tiber in die gewohnliche Quotientenregel:

Beweis (vgl. [Hil 90, Theorem 2.6.(iii), S. 30]). Sei € > 0 vorgegeben. Dann sei

o {1 falls LoD 00 =0 _ {1 falls [lg(s (1)) =0
| oe@mrEEy  sonst . _

Es sind €1, €9 positive Zahlen, und jeder Summand in

lg(o())llez(er + lg@®)1]) + lg(a@)lle]| f2(2)]] ist kleinergleich §, also gilt

(A) llge@)lle2er + lg@®N) + el AN < e.

Mae @ e Tlg@  Sonst

Die Funktion ¢: X \{0} — X, die jedes x ihres Definitionsbereichs dem zu x inversen Element
2! zuordnet, ist bekanntlich stetig, so das auch ¢ = f~! = g o f stetig ist. Es gibt also eine
Umgebung U von t mit fiir alle s € U:

(B) llgt) —g(s)l <&

(C) If(a(t) = fs) = FABR(a(t), s)]| < ealu(o(t), s)]

Mit Hilfe von (A), (B) und (C) schliefft man, dass fiir alle z € U gilt:

lg(a(£)) = g(s) = (=g(a () f2(B)g()u(o(t), s)l|
= llg(a(t)) = g(s) + g(o () f2(t)g () u(o(t), 5|
= llg(o(t)) -1 =1-g(s) + g(a(t)) f2(t)g()u(o(t), s)|l, das ist wegen ¥V z € T f(z)g(z) =1

= llg(e(@®)) - f(s)g(s) — g(a(t))f(o(1)) - 9(s)
+ g(a(®) fA) (o (t), s)g(s) — g(a () f2)g(s)u(o(t), s) + g(a () f2()g(t))u(o(t), s)l|

== g(e@)f (o) = f(s) = FA0ula(t), )]g(s) + gla@®)f2B)g(t) — g()]nla(t), s)l|
< llgle@I (e2lpa(a(t), s)lllg()| + Lf2 (B)llerl (o (?), 5)])

= llgle@®| (e2llg(s)ll + 1 f2B)ller) (o (t), s)])

= llgla @] (e2llg(s) — g(t) + gl + [1F2 D) ller |u(a(?), 5)])

<llgle@®l (e21(e1 + g() + [LF2 O le) lu(o(t), $) < € [u(o(t), s|.
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Nr. 98 (Satz) Bewahrung der Differenzierbarkeit bei
Vereinigung differenzierbarer Funktionen

Sei T Makkette, X Banachraum, T € T nichtmaximal, Ty := [—o0o, 7] und Tq := [, o0].
Sei f: T — X, und seien f1 = f|T1 und fo = f|T2 differenzierbar, wobei gilt:

(*) Falls T links-dicht ist, gilt f2(7) = f£(7)

(beachte 7 € T}, da T links-dicht ist, und 7 € T§ wegen der Nichtmaximalitit von T)
{ FA() falls t € TS

Dann ist f differenzierbar, und fiir t € T* gilt: f2(t) =
d B TR0 = paw) falls t e T

Beweis (vgl. [Hil 88, Satz 4.1., S. 28]). Zunéchst ist f stetig: denn fi und f2 sind als diffe-
renzierbare Funktionen stetig, stimmen auf dem Schnitt {7} ihrer Definitionsbereiche iiberein
und ihre Definitionsbereiche sind abgeschlossenen Teilmengen von T. — Sei nun t € T".

’Sei t rechts-zerstreut ‘ Dann folgt die Differenzierbarkeit von f in t sofort aus Satz 89.
2 fallst €Ty

1 sonst, d. h. falls t € T; \ Ty
Es ist dann t € TF, denn im Fall i = 2 (also t € Ty) ist wegen der Rechts-Zerstreutheit von
t der Punkt ¢ in T nicht-maximal, also auch in Ty nicht-maximal, und im Fall i = 1 (also
t € Ty \ Ta) ist ¢ ein von 7 verschiedenes, also nicht-maximales Element von Tj.
Per Def von i ist ¢t € Ty; es ist aber auch o(t) € T;: im Fall i = 2 folgt dies aus o(t) > ¢, und
im Fall ¢ = 1 gilt 7 > ¢, also gilt fiir das Infimum o (¢) der Zahlen, die grofer als ¢ sind, dass
o(t) < 7 und damit o(t) € T;.
Da also t,o(t) € Ty, gilt f(t) = fi(t) und f(o(t)) = fi(o(t)); aukerdem ist ¢ auch in T; ein
rechts-zerstreuter Punkt. Somit folgt aus Satz 89:

Sei nun 7 :=

o(t))—f(t i(o(t))—fi(t
(A) fA(t) _ f( LZ)(t)f() _ fi( ELZ)(t)f() _ sz(t)
Falls nun ¢t € T%, ist t € To, also 4 = 2, und (A) zeigt, dass f2(t) = f5(t).
Falls aber ¢t € T, ist entweder ¢ € T; \ T2 oder ¢t = 7.
Im ersten Fall (t € Ty \ Ty) ist 4 = 1 und (A) zeigt, dass f2(t) = f2(t).
Im zweiten Fall (t = 7) ist 7 wegen 7 € T ein nicht-maximales Element oder links-dichtes
Maximum von Tj. Da ersteres falsch ist (7 ist ja Maximum von Tj), ist 7 links-dicht in T
und daher auch in T. Dann zeigt die Voraussetzung (*), dass f2(t) = f5(t), und wegen (A)
ist letzteres = f2(t), also gilt wieder f2(t) = f2(t).

’Sei t rechts-dicht oder maximal ‘ Wenn t # 7, ist die Beh trivial. Sei also t = 7.

Wegen der Nichtmaximalitdat von 7 ist dann 7 rechts-dicht.

Sei 7 zugleich links-dicht, so ist 7 € TH N T5 und die Vereinigung einer T;-Umgebung von 7
und einer To-Umgebung von 7 ist eine T-Umgebung von 7; daher folgt die Behauptung mit
(*) direkt aus der Definition der Ableitung.

Ist aber 7 links-zerstreut oder minimal, so ist ¢ € T4 und ¢ ¢ T%, und jede T2-Umgebung von
t auch eine T-Umgebung; die Behauptung folgt dann aus der Definition der Ableitung. B
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4.2 \ordifferenzierbarkeit und darauf aufbauende Satze

Nr. 99 (Def) Vordifferenzierbarkeit

Sei T Mafkette, X Banachraum, D eine Menge und f: T — X eine Funktion.
f ist mit D vordifferenzierbar &

1. DCT*

2. T%\ D ist abzahlbar (also endlich oder abzéhlbar unendlich)

3. Alle t € T® \ D sind nicht rechts-zerstreut (also maximal oder rechts-dicht)
4. f ist stetig

5. f ist in jedem Punkt ¢ € D differenzierbar

Nr. 100 (Satz) Vordifferenzierbarkeit und globale Differenzierbarkeit

Sei T MaBkette, X Banachraum und f: T — X. Dann gilt:

f ist global differenzierbar < f ist mit T" vordifferenzierbar.

Beweis. Zu =-. Die Bedingung (1) der Vordifferenzierbarkeit mit T gilt wegen T* C T*.
Die Bedingungen (2) und (3) gelten wegen T* \ T = () und der Leermengen-Konvention fiir
All-Aussagen. Bedingung (4) gilt wegen Satz 90, und Bedingung (5) folgt aus Def 84.

Zu <. Die globale Differenzierbarkeit folgt aus Bedingung (5). B

Nr. 101 (Satz) Vordifferenzierbarkeit komplexer und mehrdimensionaler
Funktionen

Sei T Mabkette, f: T — C,neN, g: T — K" und D Menge.
Firie {1,...,n} sei die i-te Komponentenfunktion von g mit g; abgekiirzt. Dann gilt:

f ist mit D vordifferenzierbar :< Re f und Im f sind mit D vordifferenzierbar

g ist mit D vordifferenzierbar < Fiir allei € {1,...,n} ist g; mit D vordifferenzierbar

Beweis. Beziiglich Bedingung (4) der Vordifferenzierbarkeit ist zu beachten: eine komplexe
Funktion ist genau dann stetig, wenn ihr Real- und Imaginérteil stetig ist; eine mehrdimen-
sionale Funktion ist genau dann stetig ist, wenn ihre Komponenten stetig sind.

Beziiglich Bedingung (5) beachte Satze 92(2) und 93(2) die Behauptung.

Mit diesen Beobachtungen ist die Behauptung trivial. Bl
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Nr. 102 (Satz) Mittelwertsatz fiir Maftketten

Sei T MaBkette, X Banachraum,
sei f: T — X und g: T — R vordifferenzierbar mit D und ¥ t € D || f2(t)|| < g™ (t).

Es gilt dann fiir aller,s € T mit r <s: ||f(s) — f(r)|| < g(s) — g(r).

Beweis nach [Hil 90, Theorem 3.2., S. 31-32|. Wegen der Abzdhlbarkeit der Menge T* \ D
ist auch deren Teilmenge [r,s[ \ D abzihlbar. Also gibt es eine surjektive Funktion h: N —
[r,s[\ D. Sei € > 0. Wir zeigen per Induktionsprinzip (Satz 42), dass fiir alle t € [r, s| die
Aussage

A) - f @) = F()I < g(t) = g(r) +e(ut, ) + Xpmy<e 27")

wahr ist. Insbesondere gilt sie dann fiir ¢ = s, und zwar fiir jedes e. Da pu(t, s) + > <5 27"
als Funktion von € konstant ist, konvergiert fiir € — 0 der Summand e(u(t,7) + > 27")
gegen Null, woraus die Behauptung folgt.

. Die Beh geht fiir ¢t = 7 tiber in [[f(r) — f(r)]| < g(r) — g(r) + e(u(r,r) + Xpmy<r 27",
d. h.in 0 <e(0+ Zh(n)<T 27"). Das trifft zu, weil die rechte Seite nichtnegativ ist.

. Nach Voraussetzung gilt die Behauptung fiir ein rechts-zerstreutes t € [r, s|.

Wegen Bedingung (3) der Vordifferenzierbarkeit ist ¢t € D und nach Satz 89 gilt

flo@®) — f@t) = fA)p (t) und g(o(t)) — g(t) = g™(t)p*(t). Mit diesen Gleichungen, der
Voraussetzung || f2(t)|| < g™ (t) und der Nichtnegativitit der Kornigkeit (Satz 72) folgt
1£(a(t)) = FOI = 12O @) = 12Ol (1) < g® () (t) = glo(t) — g(t).

Mit dieser Ungleichung und der Voraussetzung A(t) folgt schlieflich

[f(a@) = F) =11f(e@) = f@) + f(&) = () <[ fle@) = FON+ @) = fr)ll

< (o) —g@) +9(t) — g(r) +e(u(t,r) + X pmy<: 27"

=g(a(t)) = g(r) +e(u(t,r) + X pmy<t 27"), und wegen >y, 27" < D py<om 2

ist letzteres < g(o(t)) — g(r) +e(u(t,r) + X pmy<or 27 ")

. Nach Voraussetzung gilt die Behauptung fiir ein rechts-dichtes ¢ € [r, s].
Es gilt also o(t) =t < s. Wir unterscheiden die Félle t € D und t ¢ D.

. Sei t € D. Dann sind f, g in t differenzierbar, so dass es eine Umgebung U on t gibt
mit fiir alle p € U (unter Beachtung von o(t) = t):

(A) [£(#) = F(p) = FPAOuE P < Sllt,p)], und

(B) lg(t) —g(p) — g™ (®)u(t, p)| < 5lu(t,p)|.

Wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung

1£(8) = F) = 12Ot p)]| < [1F () = f(p) — f2(E)u(t, p)l| folgt aus (A) die Ungleichung
©) 1f@) = FOI < AF2O1 + Sl p)l = (2@ + 5)lup. )]

Aus (B) folgt g(t) — g(p) — g (t)u(t, p) < 5|u(t, p)| und mit Satz 66(3) folgt
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Fiir alle p € U mit p > ¢ (also mit |u(p,t)] = pu(p,t) wegen Satz 67(3)) folgt mit Blick auf die
Voraussetzung || f2(t)|| < g”(t) aus (C) und (D):

1F(p) = FOI < (IF2ON + Halp.t) < (92(#) + Hup.t) = g(p) — g(t) + ep(p.t). Da
> t<h(n)<p2 " nichtnegativ ist, folgt insgesamt

1F() = FOI < 9(p) = 9(t) + (P, t) + Xicnimy<p2 ")

Fall 2|. Seit ¢ D, alsot € [r,s[\ D. Es existiert ein m € N mit ¢t = h(m). Wegen der Stetigkeit
von f und g im Punkt ¢ gibt es eine Umgebung U von t mit fiir alle p € U:

(E) [If(p) — f®[ < 527™ und
(F) llglp) —g(®)] < 527

Aus (F) folgt —527™ < g(p) — g(t) und somit
(G) 0<g(p)—g(t)+3527"

und indem wir (G) zu (E) addieren, erhalten wir
1f(p) = fFOI < g(p) — g(t) +27™. Falls p > ¢, ist nun 27" < 37y, 27" auberdem ist
fiir diese p die Zahl u(p,t) nichtnegativ (Satz 67(3)). Fiir diese p folgt also

1F() = FOI < 9(p) = () + (P, t) + X icnimy<p2 ")

’In beiden Féillen‘ existiert also eine Umgebung U von ¢ mit fiir alle p € U mit p > t:
1£(p) = FON < g(p) — g(t) + (Pt + X i<pimy<p 2 ")

Da A(t) nach Voraussetzung gilt, folgt nun:
1f(p) = f(r)l = £ () = F@ON + LF (&) — f(r)l

< 9(p) —9() +e(uP,t) + Xicnmy<p2 ™) + 9(t) —g(r) +e(u(t,r) + X pm<e 27"
=9(p) — g(r) +e(ulp,r) + X opny<p 2™ "), also gilt A(p).

. Nach Voraussetzung ist ¢ links-dicht und es gilt fiir alle 7 € [r,¢[:
1f(m) = f()I < g(7) = g(r) + e(u(T,7) + Xopny<r 277)- Wegen ¢ > 7 gilt erst recht:
(H) 1F(r) = F(Il < 9(7) = g(r) + () + Xonmy<: 27")-

Sei ¢ die Konstante »_,,),27", und betrachte die Funktion k: [r,t] — R mit fiir alle
T € [rt] + k() = g(1) — g(r) + e(p(r,7) + ¢) — || f(T) — f(r)||. Diese ist stetig und fiir
alle 7 € [r,t] gilt wegen (H), dass k(7) nichtnegativ ist.

Angenommen, k(t) < 0, gébe es eine Umgebung V' von k(t), deren Elemente alle negativ sind;
zu dieser gibe es eine U Umgebung von t, die k in V hinein abbildet. In U gibt es wegen
der Links-Dichtheit nach Satz 36 ein 7 < ¢; also wére k(7) € V und somit negativ (4). Die
Annahme ist also falsch und es gilt k(t) > 0. Daraus folgt
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1F(#) = )l < g(t) = g(r) +e(ult,r) + 2pmy<27"), d- b A(2). B

Nr. 103 (Satz) Abschétzung fiir || f(t2) — f(t1)||

Sei T Makkette, f: T — X vordifferenzierbar mit der Menge D.
Sei M obere Schranke von || f2|, d.h. reelle Zahl mit ¥ t € D ||f2(t)| < M.

Fiir alle t1,t2 € T gilt dann: || f(t2) — f(t1)| < M|u(ta, t1)|

Beweis. Wegen || f(t2) — f(t2)[| = [lf(t1) — f(£2)[] und |u(t2, 1) = |pu(t1, t2)] geniigt es, die
Behauptung fiir den Fall ¢to > ¢; zu beweisen. Mit Blick auf Satz 67(3) ist in diesem Fall
|p(ta, t1)| = p(te, t1), zu zeigen ist also: ||f(t2) — f(t1)]| < Mu(ta,t1).

Sei g die Funktion g: T — Rmit V¢t € T g(t) = Mu(t,t1). Diese ist mit D vordifferenzierbar
(sieche Sitze 68, 88, 94), und nach den letzten beiden Sitzen gilt fiir alle t € D: g™ (t) = M,
also || f2(t)|| € M = g”(t). Die Anwendung des Mittelwertsatzes auf f und g ergibt dann

[ f(t2) = fFEOI < Mp(te, t1) — Mpu(ts, t1) = Mpu(tz, tr). B

Nr. 104 (Satz) Hinreichendes Kriterium fiir Konstanz

Ist T Mafbkette, X Banachraum, f: T — X vordifferenzierbar mit D
undV t € D ||f2(t)|| =0, so ist f konstant.

Beweis. Man kann in Satz 103 iiber Abschitzung fiir ||f(t2) — f(t1)|| nach Voraussetzung
M = 0 setzen. Dann folgt fiir t1,t2 € T, dass || f(t2) — f(t1)]| =0, also f(t1) = f(t2). B

Nr. 105 (Satz) Vertauschung von Grenzwertbildung und Differentiation

Sei T MaBkette, X Banachraum, D Menge und f: T — X.

Sei (fn)pen Folge von mit D vordifferenzierbaren Funktionen f,: T — X.
Zu jedem t € T" gebe es eine kompakte Intervall-Umgebung U, von t,

so dass (f(t)),ey gleichmébig auf Uy N D.

1. Konvergiere (fn),cy in einem Punkt 7 € Uy (t € T%).

Dann konvergiert (fy),cy gleichmékig in der ganzen Umgebung Uy.

2. Wenn (fn),ey in einem Punkt 7 € T konvergiert, konvergiert (fy), oy in jedem Punkt
t € T gegen ein f(t) (und konvergiert dann wegen (1) sogar gleichméfig in jedem Uy).
Es ist also die Grenzfunktion f := lim,_,~ f wohldefiniert.

3. f ist vordifferenzierbar mit D und fiir jedes t € D gilt: f2(t) = lim f2(t)
n—oo
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Beweis nach [Hil 90, Theorem 3.4., S. 32-34]. Die Funktionenfolge (f5),cy konvergiert auf
U N D gleichmékig; wenn o(t) € D, konvergiert sie auferdem im Punkt o(¢) [denn sie kon-
vergiert auf Uy N D). Daraus folgt, wenn U die kompakte Umgebung U; U {o(t)} von t
bezeichnet, dass die Funktionenfolge auf U] N D gleichméfig konvergiert. Das gilt auch, wenn
o(t) ¢ D, dann ist ndmlich U/ N D = (U; U {o(t)}) N D nichts anderes als U; N D. Aus diesem
Grund konnen wir die Umgebungen U, stets derartig wihlen, dass immer o(t) € U, ist.

Zu (1). Wegen der vorausgesetzten gleichmifigen Konvergenz von (f2),,cy im Uy gilt:

Ve>03ngeNVn>ngVsclUnND |f2s)— f(s)|| <e, also auch

Ve>03noeNYmn>neVselnD If2(s) — FAEN < I£2() — Fs)II+

1 £(s) — fR(s)|]| < 2e. Wenn m,n grokergleich einem hinreichend grofen ng sind, ist also
sup |[(f2 — £2)(s)|| reell und kann unter jede positive Schranke e gedriickt werden.

seUiND

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und Satz 103 gilt fiir m,n > ng und r, p € Uy, wenn

wir M = sup |(f& — f2)(s)| setzen (so dass nach Satz 94 gilt M = sup ||[(fn — fin)2(s)|]):
seUinND seUyND

(A) N fn(r) = fm(r)| = () = ()| < [(Fnlr) = fm(r)) = (Fulp) = fm ()]
= [[(fn = fm)(r) = (fa = f) (P)|| < M|u(r, p)]

Wegen Satz 67(1) und 67(2) (und weil das kompakte Intervall Uy Maximum und Minimum
besitzt), ist p(r, p) < p(max Uy, min Uy), ebenso —pu(p, 7) = (1, p) < p(max Uy, min Uy),
insgesamt also |u(p, 7)| < p(max Uy, min Uy). Mit dieser Ungleichung und (A) folgt

Vrp €U [[fa(r) = fm(r)l = lfn(p) = fm(p)|| < M p(max Uy, min Uy),

daraus folgt (mit p = 7), dass

(B) V1 €Uy [fa(r) — ()| < 1fulr) = fon (Pl + Mys(max Uy, min Uy).

Nun konvergiert (f, (7)), ist also eine Cauchyfolge. Wird daher m, n grokergleich einem hinrei-
chend grofes ng gewéhlt, so ist || fr(7) — fim (7)] kleiner als eine beliebige vorgegebene positive

Zahl €. Das gleiche gilt, wie schon festgestellt, fiir M := sup |[(f2 — f2)(s)||, und somit
seUiND

fiir die gesamte rechte Seite von (B). Da X vollstindig ist, beweist dies die Konvergenz von

(fn(r)).

Somit konvergiert (f,),cy in Us punktweise. Da aber die Wahl von ny (um die rechte Seite von
B unter ein vorgegebenes € zu driicken), von r unabhéngig erfolgt (denn r kommt gar nicht
auf der rechten Seite vor), liegt sogar gleichméfige Konvergenz vor. Damit ist (1) bewiesen.

Zu (2). Fiir zeigen zunichst per Induktionsprinzip die Konvergenz in jedem ¢ € [r, ocol.
. Die Konvergenz von (fy(7)),,cy ist in der Behauptung vorausgesetzt.
. Sei t rechts-zerstreut, also ¢t € D. Es gilt dann wegen Satz 89 f,(o(t)) = fa(t) +

f2(t)p*(t). Da nach Voraussetzung (fn(t)),cy konvergiert, konvergiert die rechte Seite der
letzten Gleichung, also konvergiert auch die linke Seite, das heift (f,(0(t))),cx konvergiert.

. Dies folgt aus (1).
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. Dies folgt auch aus (1), da es fiir links-zerstreutes ¢ in Uy ein s mit s < ¢ gibt.

Die Konvergenz fiir jedes t € | — 0o, 7] folgt ebenfalls per Induktionsprinzip, aber bezogen auf
die duale Zeitkette: das Intervall | — oo, 7] in der hier betrachteten Zeitkette ist ja gleich dem
Intervall |7, o[ in der dualen Zeitkette. (IA), (PU), (UP) folgen dort ganz entsprechend zu der
oben gezeigten Anwendung des Induktionsprinzips.

Bleibt nur noch (PP) zu zeigen. Sei t beziiglich der dualen Zeitkette rechts-zerstreut, al-
so links-zerstreut. Dann ist p(t) rechts-zerstreut, also € D. Es gilt dann wegen Satz 89
Falt) = Falp(®)+ F2 (001 (p(1)), als0 fa(p(1)) = Fult) = F2(p(t) " (p(t)). D nach Voraus-
setzung (fn(t)),ey konvergiert, konvergiert die rechte Seite der letzten Gleichung, also kon-
vergiert auch die linke Seite, das heikt (f,,(p(t))), ey konvergiert, das ist aber = (fn(co(2)))
beziiglich der dualen Zeitkette.

neN

Zu (3). Da die Funktionenfolge fiir jedes t € T auf U; gleichméRig konvergiert, ist die Ein-
schrankung der Grenzfunktion auf U; jeweils stetig, also ist die Grenzfunktion in ¢ stetig. Sei
gD — X mit VteDg(t):= lim f2(t). Zu zeigen bleibt nur ¥ ¢t € D g(t) = f2(t).

n—oo

Sei nun t € D und € > 0. Aus dem Beweis von Teil (1) folgt, dass fiir m, n grokergleich einem

hinreichend grofen ny gilt:  sup [f2(s) — f4(s)] < &.
seUinND

Setzen wir nun in Ungleichung (A) fiir p das Element o(t) ein (beachte, dass wir anfangs
o(t) € U vorausgesetzt haben), so folgt fiir alle r € Uy und m,n > n; :

1(Fa(r) = (1)) = (Falo () = fn(c @I < sup [[f2(s) = S ()llu(r, o (0)] < 5lu(r, o(1))]

seUiND

Lassen wir auf beiden Seiten m — oo gehen, folgt fiir alle n > ny und r € Uy
[(fu(r) = f(r)) = (fu(o(t)) = flo@))I < 5lu(r,o(t))] oder
(C) [(f(a() = f(r) = (falo @) = fa(r)Il < §lu(r,o(t))]

Wegen ¢(t) = nlLII;O fA(t) gibt es ein j > np mit

(D) [I£2(t) —g@) < 5

Fiir dieses j gilt also geméf (C) fiir alle r € Uy:
(E) [[(f(a(®) = f(r)) = (f3(a(®)) = Fi(r)]| < 5lulr,o(?))]

Schliefslich gibt es wegen der Differenzierbarkeit von f; in ¢ eine Umgebung W von ¢ mit fiir
aller e W:

(F) Nf5(e() = £(r) = fR () Ou(o(t),r)]| < §lulr,o ()]

Insgesamt folgt aus (D), (E), und (F) fir r € Uy NW:
1f(a(t)) = f(r) = g(®)p(a(t), )]
<I(F(o(®) = f(r) = (fi(a®)) = FN + 150 (1)) = f5(r) = £ (O)ulo (), )]

(
HI( (@) — g@)ulo(t), )]
< (5+ 5+ (o), r)| < elp(o(t),r)], so dass g(t) die Ableitung von f an der Stelle ¢ ist. B
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5 Vorbereitung der Integrationstheorie

5.1 Sprungstetigkeit und rd-Stetigkeit

Nr. 106 (Def) Sprungstetigkeit (Regelfunktionen) und R(T, &)

f ist sprungstetige Funktion (Regelfunktion) von einer Mafkette T in einen Banachraum X
< in jedem links-dichten Punkt ¢ € T existiert der linksseitige Grenzwert f(t—)

und in jedem rechts-dichten Punkt ¢ € T der rechtsseitige Grenzwert f(t+)

Bem. In der Def des links- bzw. rechtsseitigen Grenzwertes in ¢ ist vorausgesetzt,
dass t Hiufungspunkt von T<! bzw. T>! ist, was fiir links- bzw. rechts-dichtes ¢ trivialerweise gilt.

R(T, X) bezeichne die Menge der Regelfunktionen von T in X.

Nr. 107 (Satz) R(T,X) als Untervektorraum von B(T, X)

Fiir beschrankte Mafketten T und Banachrdume X ist R(T, X)
Unterraum des Banachraums B(T, X') der beschréinkten Funktionen von T in X.

Beweis (vgl. [Ama 99, Bem 1.1(d), S. 5]). Angenommen, f € R(T, X) ist nicht beschrinkt.
Dann gibt es eine Folge (¢,,) in T mit (A) || f(tn)]| > n fiir alle n € N,

(A) impliziert, dass es eine injektive Teilfolge von (t,) gibt; diese nennen wir wieder (¢,) und
es gilt nach diesem Bezeichnungswechsel immer noch (A). Wegen der Beschranktheit von T
ist der Triager von T gleich [min T, max T], also T kompakt. Per Metrisierbarkeit von T gibt
es daher eine Teilfolge von (), die wir wieder (t,) nennen, die gegen ein ¢ € T konvergiert.
Wegen der Injektivitit, die sich auf die Teilfolge {ibertrigt, haben unendlich viele Folgenglieder
einen von t verschiedenen Wert. Dann sind unendlich viele < ¢ oder unendlich viele > ¢. Also
konnen wir nochmals eine Teilfolge bilden, die wir auch wieder (¢,) nennen, die isoton oder
antiton ist und gegen ¢ konvergiert. Nach wie vor gilt (A), und ¢ ist dann Haufungspunkt von
T=! bzw. T<!, also rechts-dichter bzw. links-dichter Punkt. Wegen der Sprungstetigkeit strebt
also (f(tn)) gegen den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert g von f an der Stelle t. Wegen der
Stetigkeit der Normfunktion strebt dann (|| f(¢,)||) gegen ||g||- Nun ist aber letztere Folge als
konvergente Folge beschrinkt im Widerspruch zu (A). 4

Die Annahme ist also falsch, und die Regelfunktionen bilden eine Teilmenge von B(T, X'). Mit
Blick auf die Linearitat des Grenzwertes bilden sie sogar einen Untervektorraum. B
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Nr. 108 (Def) rd-Stetigkeit und C,4(T, X)

f ist rechts-dicht-stetige (rd-stetige) Funktion von einer Mafkette T in einen Banachraum X
1< in jedem rechts-dichten oder maximalen ¢ € T ist g stetig,
und fiir jedes links-dichte ¢ € T existiert f(t—).

Crq(T, X) bezeichne die Menge der rd-stetigen Funktionen von T in X.

Nr. 109 (Satz) Zusammenhang der vorgenannten Begriffe

Sei T MaBkette, X Banachraum und f Funktion von T in X.
1. f ist stetig = f ist rd-stetig = f ist Regelfunktion.

2. Die erste Implikation von (1) ist umkehrbar, wenn T keine Punkte enthélt,

die zugleich links-dicht und rechts-zerstreut sind.

3. Wenn T diskret geordnet ist, treffen alle drei Aussagen von (1) zu.

Beweis. (1a). Wir zeigen: f ist stetig = f ist rd-stetig. Sei f stetig. Zu zeigen ist, dass fiir
links-dichtes t der linksseitige Grenzwert f(t—) existiert. Sei V' Umgebung von f(¢). Dann
ist zu zeigen, dass es im Unterraum T’ := | — 0o, t] von T eine Umgebung U’ von ¢ gibt mit
FIU'\ {t}] C V. Wegen der Stetigkeit von f in ¢ existiert eine Umgebung U von ¢ im Raum T
mit f[U] C V. Man kann als U’ also einfach die Spur U N'T von U im Raum T’ nehmen.

(Ib). Wir zeigen: f ist rd-stetig = f ist Regelfunktion. Sei f rd-stetig, insbesondere stetig
in allen rechts-dichten Punkten. Zu zeigen ist, dass fiir jedes rechts-dichte ¢ der rechtsseitige
Grenzwert f(t+) existiert. Einen Beweis hierfiir erhilt man, wenn man im Teil (1a) dieses
Beweises ,,rechts® durch ,links“ und | — oo, t] durch [¢, o[ ersetzt.

(2). Sei f rd-stetig. Zu zeigen ist, dass f in allen rechts-zerstreuten Punkten ¢ stetig ist. Da es
nach Voraussetzung keine Punkte gibt, die zugleich links-dicht und rechts-zerstreut sind, ist
ein solches t entweder rechts-zerstreut und links-zerstreut, oder rechts-zerstreut und minimal.
In beiden Féllen ist U := {t} eine Umgebung von ¢ und fiir jede Umgebung V' von f(t) ist
dann f[U] = {t} C V, so dass in der Tat f in t stetig ist.

(3). Wegen (1) brauchen wir nur die Stetigkeit von f zeigen. Ist nun T diskret geordnet, so
folgt aus (Def 19), dass alle nichtminimalen Punkte links-zerstreut und alle nichtmaximalen
Punkte rechts-zerstreut sind. Dann ist zu jedem t € T die Menge U := {t} eine Umgebung
von t, und zu jeder Umgebung V' von f(t) ist dann f[U]={t} CV. R
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KAPITEL 5. VORBEREITUNG 5.1. SPRUNG- UND RD-STETIGKEIT

Nr. 110 (Satz) C.4(T, X) als Untervektorraum von R(T, X) und somit von B(T, X)

1. Fiir beschrinkte Mafketten T und Banachrdume X ist C,q(T, X')
Unterraum von R(T, X).

2. (Unmittelbares Korollar) Da R(T, X') Untervektorraum von B(T, X) ist (Satz 107),
ist erst recht Cyq(T, X) Untervektorraum von B(T, X).

Beweis. Nach Satz 109 bilden die rd-stetigen Funktionen eine Teilmenge von R(T, &), also im
Blick auf die Linearitat des Grenzwertes und der Stetigkeit einen Untervektorraum. ll

Nr. 111 (Satz) Konvergenzsatz fiir Komposition mit dem Sprungoperator

Sei T MaBkette und X Banachraum.
Dann gilt fiir links-dichte bzw. rechts-dichte Punkte t:

Ist f: T — X eine Funktion, fiir welche der links- bzw. rechtsseitige Grenzwert f(t+)
existiert, so existiert auch f(o(t+)), und es ist f(t£) = f(o(tL)).

Beweis nach [Hil 90, Theorem 4.1.(1), S. 35]. Strebt (s,) mit V n s, <t bzw. s, > t gegen t,
gilt dies offenbar auch fiir (o(sy)), und nach Voraussetzung strebt (f(o(sy)) gegen t. B

Nr. 112 (Satz) Bewahrung von Sprungstetigkeit und rd-Stetigkeit
bei gleichmifiger Konvergenz

1. Ist T Mafkkette, X Banachraum, (fy),cy Folge in R(T,bX)
und strebt (f,,) gleichméfig gegen f, so ist f € R(T, X).

2. In (1) darf man R(T,X) durch C,q(T, B) ersetzt werden.

Beweis. Zu (1). Wir zeigen fiir recht-dichtes ¢, dass f in ¢ einen rechtsseitigen Grenzwert besitzt
(die entsprechende Aussage fiir links-dichtes ¢ folgt analog). Sei e > 0. Wegen der gleichméfigen
Konvergenz gibt es ein ng € Nmit V n > ng,s € T | fu(s) — f(s)|| < §. Da der rechtsseitige
Grenzwert von f,, in ¢ existiert, gibt es ein U € {(t) mit V s € U”? f,,(s) € Be fno(t), also
1f(5) = fuo(8)|| < § (nach Wahl von ng)

| fro(8) = fro(t)|| < § (nach Wahl von U)

| fno(t) = f(1)|| < § (nach Wahl von ng), und per Dreiecksungleichung folgt

Vs e U™ |[f(s) = fON < NF(s) = fro (I + [fno(s) = fro DI+ [ fno (8) = f(O)]] <&

Zu (2). Wegen (1) ist nur noch zu zeigen, dass in rechts-dichten und maximalen Punkten ¢,
in denen nach Voraussetzung dann alle f,, stetig sind, auch die Grenzfunktion stetig ist. Das
folgt aber, weil die Stetigkeit bei gleichméafiger Konvergenz erhalten bleibt. B
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KAPITEL 5. VORBEREITUNG 5.1. SPRUNG- UND RD-STETIGKEIT

Nr. 113 (Satz) Bewahrung von Sprungstetigkeit und rd-Stetigkeit unter
verschiedenen Operationen

Seien X,), Z, X1, ..., X, Banachraume,

seien f, f1, fo: T — X und g: T — Y sprungstetig.

Sein € N® und fiir i € {1,...,n} sei r;: T — X; sprungstetig und h: X — Y stetig.
Sei -: X x Y — Z eine Multiplikation zwischen X,Y, Z (vgl. Def 95).

1. foo, fi+ fo, f-g, ho fsowier: T — [, X mit r(t) := (r1(t),...,7m(t))

sind sprungstetige Funktionen.

2. Aussage (1) bleibt wahr, wenn man , sprungstetig® durch ,rd-stetig“ ersetzt.

Beweis. Zu (1). Nach Voraussetzung existiert in links/rechts-dichten Punkten ¢ der links/rechts-
seitige Grenzwert von f, fi, f2, g und jedem r;. Nach Satz 111 und weil die Konvergenz un-
ter Addition, Multiplikation, Komposition mit einer stetigen Funktion erhalten bleibt sowie
Konvergenz von Funktionen in Produktriumen aus der Konvergenz der Komponenten folgt,
existiert dann in ¢t auch der links/rechtsseitige Grenzwert von foo, fi+ fa, f-g, ho f und r.

Zu (2). Wir haben jeweils noch die Stetigkeit von f oo bzw. fi + fo bzw. f-g bzw. ho f bzw.
r an jeder rechts-dichten oder maximalen Stelle ¢ € T nachzuweisen. Diese folgt sofort aus
den bekannten Sétzen iiber Bewahrung der Stetigkeit unter den entsprechenden Operationen;
lediglich fiir f o o steht kein entsprechender Stetigkeitssatz zur Verfiigung.

Fiir f o o argumentieren wir nun wie folgt. Sei V' Umgebung von f(¢). Dann existiert wegen
der Stetigkeit von f in ¢ eine Umgebung U von t mit fiir alle s € U : f(s) € V, wobei U
als Intervall |a, b[ mit a,b € T gewihlt werden kann. Wenn nun ¢ maximal ist, ist b = co und
dann liegt fiir s € ]a, b[ auch o(s) in ]a, b[, so das f(o(s)) € V. Also ist f oo in ¢ stetig. Wenn
aber t rechts-dicht ist, gibt es nach Satz 36(1) ein b* € |¢,b[, und dann ist U* := ]a, b*] eine
Umgebung von ¢ ist. Fiir alle s € U* ist dann aber o(s) € ]a,b[ und daher f(o(s)) € V. Also
ist f oo auch jetzt in t stetig. W

Nr. 114 (Satz) Ubertragung der Kompaktheit durch Regelfunktionen

Ist T Mafkette, X Banachraum, D C T kompakt und f: D — X sprungstetig,
so ist f[D] kompakt.

Beweis. Sei (f(t;)) Folge in f[D]. Wir zeigen, dass sie eine konvergente Teilfolge enthélt. Wegen
der Kompaktheit von D enthélt die Folge (t;) eine gegen ein ¢ € D konvergente Teilfolge (tp;))-
Sind fast alle ihre Glieder gleich ¢, konvergiert die Teilfolge (f(tn(;))) von (f(t:)) gegen f(t).
Andernfalls gibt es eine Teilfolge von (hy;)), in der unendlich viele Glieder kleiner oder unend-
lich viele grofer als ¢ sind. Die Konvergenz dieser Folge gegen ¢ zeigt nun, dass ¢ Haufungspunkt
von D N T<! bzw. von D N T>!, also ist t nach Satz 37 links-dicht bzw. rechts-dicht. Da f
Regelfunktion ist, existiert je nachdem y := limg_,s.5<¢ f($) oder y := limy .55+ f(x), so dass
(f (i), o Gegen y konvergiert. M
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KAPITEL 5. VORBEREITUNG 5.2. TREPPENFUNKTIONEN

5.2 Treppenfunktionen

Nr. 115 (Def) Zerlegung sowie Teilungspunkt und Intervall einer Zerlegungen

Sei T beschrankte Mafkette mit ¢ = minT < maxT = b.
Sei n € N und (tg,...,t,) ein (n + 1)-Tupel mit Komponenten aus T.

(to,...,tn) ist (Intervall-)Zerlegung von T & th=a <ty - <t,=0b
31 :={Z : Z ist Intervall-Zerlegung von T}

Die Punkte tg,...,t, heifen Teilungspunkte der Zerlegung,

die Intervalle |t;_1,t;[ fiir j € {1,...,n} heiken die offenen Teilintervalle der Zerlegung,
die Intervalle [t;_1,t;[ fiir j € {1,...,n} die rechtshalboffenen Teilintervalle der Zerlegung.
Entsprechend sind die linkshalboffenen und die geschlossenen Teilintervalle definiert.

Nr. 116 (Satz und Def) Verfeinerung und Feinheit von Zerlegungen

Sei T beschrinkte Mafkette mit a = min T < maxT = b. Sei Z = (ao,...,a,) € 3T.
Seien (to,...,tn) und (uo,...,un) Intervall-Zerlegungen von T.

(toy ..., tm) ist feiner als oder Verfeinerung von (ug,...,un) < {to,...,tm} 2 {ug,...,un}

Arzy = max{p(aj,a;-1) : j € {1,...,n}} heit Feinheit von Z
und wird wkM mit Az oder A bezeichnet.

Ist Z feiner als Z’, so Ay < Ay,

Beweis. Sei Z = (to, ..., tm) feiner als Z’ = (uo, ..., un). Angenommen, Ay ist grofer als A,
Es gibt ein i € {1,...m} mit Az = p(t;, ti1).

Da t;—1 und t; auch Teilungspunkte von Z’ sind, gibt es j,k € {0,...,n} mit t;_1 = u; und
t; = ug, wobei wegen der Reihenfolge der Teilungspunkte j < k ist.

Daraus folgt u; < ug—1 < i und nach Satz 67(1) ist p(uj,ur) < p(ug—1,ur), und daher
Ny < Ay = pltitior) = plug,ur) < plug—1,u) < Ay (4). B

Nr. 117 (Satz und Def) grobste gemeinsame Verfeinerung von Zerlegungen
Sei T beschrinkte MaRkette mit min T < max T und Z, Z’ € 3.

Z\ Z' := die Zerlegung, deren Teilungspunkte diejenigen von Z und von Z’ sind.
Offenbar ist Z\/ Z’ eine Verfeinerung sowohl von Z wie auch von 7/,

und alle gemeinsamen Verfeinerungen sind feiner als Z\/ Z'.
Daher heifst Z\/ Z’ die gribste gemeinsame Verfeinerung von Z und Z'.
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KAPITEL 5. VORBEREITUNG 5.2. TREPPENFUNKTIONEN

Nr. 118 (Def) [-/ |[-Treppenfunktion, [[-/][-Zerlegung, 7;(T,X) und 7j(T, X)
Sei T beschriankte Mafkkette mit min T < maxT und X Banachraum. Sei f: T — X

f ist [[-Treppenfunktion :< es gibt eine Zerlegung Z von T, so dass f iiber den rechts-
halboffenen Teilintervallen von Z konstant ist. Ein solches Z heift [[-Zerlegung fiir f.

f ist ][- Treppenfunktion :< es gibt eine Zerlegung Z von T, so dass f iiber den offenen
Teilintervallen von Z konstant ist. Ein solches Z heifst |[-Zerlegung fiir f.

T|(T,X) :=T(T,X):={f : fist [[[Treppenfunktion von T in X'}
T(T,X) :={f : fist ][-Treppenfunktion von T in X'}

Bem. 1: Aufser den hier eingefiihrten Treppenfunktionen wird in der Maftheorie (Def 255) noch ein
dritter Treppenfunktions-Begriff definiert werden: die mafstheoretische Treppenfunktion.

Bem. 2: In der kontinuierlichen Analysis werden meist die hier als |[-Treppenfunktionen bezeichneten
Funktionen bei der Definition des Riemann-Integrals verwendet. Bei nicht-kontinuierlichem (genauer:
nicht dicht geordnetem) T kann aber |t;_1,t;[ leer sein, wodurch, wie wir sehen werden, die ][-
Treppenfunktionen zur Konstruktion eines Riemann-Cauchy-Integrals auf Mafkketten unbrauchbar
werden siehe Satz 156. Diese Probleme lassen sich umgehen, wenn man fiir die Integrationstheorie
tiber MaRketten an Stelle der |[-Treppenfunktionen die [[-Treppenfunktionen nimmt.

Nr. 119 (Satz) (T, X) < 7;(T, X) < R(T, X) < B(T, X))

Sei T beschriankte Mafkette mit min T < maxT und X Banachraum.

1. Ty(T, X) ist Untervektorraum des Vektorraums R(T, X') der Regelfunktionen,
und damit selbst ein Vektorraum.

2. T(T,X) = 7(T, X) ist Untervektorraum des Vektorraums Tj(T, X),
und damit selbst ein Vektorraum.

3. Bezeichnet < die Relation ,ist Untervektorraum von“, so gilt also insgesamt
Ty(T, X) < Ty(T, X) < R(T, X) < B(T, X)).

Beweis. (2) ist trivial, (3) ist Zusammenfassung von (1), (2) und Satz 107. Nur (1) ist zu
zeigen. Sei f |[-Treppenfunktion von T in X', und (to,...,t,) |[-Zerlegung fiir f. Ist zunéchst ¢
rechts-dicht, so ist ¢ # max T, also gibt es ein i € {1,...,n} mit ¢t € [t;_1, t;[. Wegen Satz 36(1)
existiert ein ¢ € |t,t;[, das dann auch € |¢t;—1,¢;[ ist. Dann ist f(c) der konstante Wert, den f
iiber dem offenen Intervall |¢;_1, ;[ und damit auch iiber |¢, ;[ annimmt, und der rechtsseitige
Grenzwert f(t+) von f an der Stelle ¢ ist = f(c). Analog folgt fiir links-dichtes ¢, dass f(—)
existiert. Damit bilden die ][-Treppenfunktionen eine Teilmenge von R(T, X’), und dass ein
Untervektorraum vorliegt, folgt aus dem Unterraumkriterium der linearen Algebra. B
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Nr. 120 (Satz) Approximation von sprungstetigen
und von rd-stetigen Funktionen durch Treppenfunktionen

Sei T beschrinkte Mafkette mit a = minT < maxT = b, X Banachraum, f: T — X.

1. f ist sprungstetig < Es gibt eine Folge von |[-Treppenfunktionen f,: T — X,
die gleichméfig gegen f konvergiert

2. f ist rd-stetig = es gibt eine Folge von [[-Treppenfunktionen f,: T — X,
die gleichmékig gegen f konvergiert. Richtung <« ist i.a. falsch.

3. Jede gleichméfig konvergente Folge von [[-Treppenfunktionen f,: T — X

konvergiert gegen eine sprungstetige Funktion

Beweis (fiir (1) vgl. [Ama 99, Theorem 1.2, S. 6-7]).

’Zu , Teil :>‘ Sei f sprungstetig. Zu zeigen ist, dass es zu jedem n > 0 eine |[-Treppen-
funktion f,: [a,b] — X gibt mit || f(t) — fu(t)[| < L fiir alle ¢t € T.

Sei t € [a,b]. Ist t links-dicht, so sei g der linksseitige Grenzwert von f: dann gibt es ein

at) < t mit fir alle s € Ja(t),t[ : [|f(s) —g| < 5. Es hat dann a(t) die Eigenschaft
V1,5 € Ja(®), ¢ [1£(s1) — F(s2)ll < £ (1) — gll + g — F(s2)] < 1.
Ist t links-zerstreut, sei a(t) := p(t). Ist ¢ minimal, sei a(t) = —oo. Dann hat «(t) unter

Beachtung der Leermengen-Konvention auch fiir links-zerstreutes oder maximales ¢t und damit
fiir alle ¢t € T die Eigenschaften «a(t) < t sowie V s1,s2 € |a(t),t[ || f(s1) — f(s2)] < %

Analog sieht man, dass es zu jedem t € T auch ein 8(t) € T gibt mit 3(t) > t und
¥ s10 € Jt, B [1£(s1) — Flso)l < 2

Insgesamt gilt also fiir jedes t € T, dass es a(t),3(t) € T gibt mit a(t) < t < B(t) und
¥ s1,82 € Jat),t] [|f(s1— fs2)]| < 5 sowie ¥ s1,82 € Jt, B[ || f(s1 — f(s2)]| < &

Nun ist die Familie (Ja(t), B(¢)[),cy eine offene Uberdeckung der kompakten Menge T, besitzt
also eine endliche Teilfamilie f, die ebenfalls T tiberdeckt. Sei nun (o, . . ., t,) die Zerlegung von
T, deren Teilungspunkte genau die Punkte a,b und die von —oo und oo verschiedenen Punkte
a(t) und B(t) (t € T) sind. Dann gilt Vn € {1,...,n} V 51,82 € [ta_1,ta[ [ f(s1) = f(s2)]| < L.

Fiir jedes j € {1,...,n} mit |¢t;_1,t;[ # 0 wihlen wir ein s; € |t;_1,¢;[ und definieren:
) {f(tj) falls ¢ = t; fiir ein i € {0,...,n}
f(s;) fallst e |tj_q1,t;] fiir eln]E{O ,n}
Dann ist f, |[-Treppenfunktion, und es gilt fiir t € T nach Konstruktion: || f(t) — fn(t)]] < %

’Zu , Richtung :>‘ Sei f rd-stetig. Es ist zu zeigen, dass es zu jedem n > 0 eine [[-
Treppenfunktion f,,: [a,b] — X gibt mit || f(t) — fu(t)|| < L fiir alle t € T.
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Wortlich wie im vorhergehenden Teil des Beweises folgt, dass es zu jedem ¢ € T ein a(t) € T
gibt mit a(t) < t sowie V s1, 89 € |a(t), t] || f(s1) — f(s2)]| < %

Sei nun t rechts-dicht, so gibt es Wegen der Stetigkeit von f im Punkt ¢ ein eine Umgebung
U mit fiir alle s € U: ||f(s) — g|| < 5. Es gibt dann nach Satz 36(2) ein B(t) > t, so dass
[t, B(t)[ C U. Dieses [(t) hat also die Eigenschaft

V s1,82 € [at), ¢ [[f(s1) = fs2)l| < [[f(s1) = gll + [lg = f(s2) ]| < %

Ist t rechts-zerstreut, sei 5(t) := o(¢). Ist t maximal, sei 3(t) = co. Fiir rechts-zerstreutes oder
maximales ¢ ist dann ¢ das einzige Element von [t, 3(¢)[, also gilt fiir diese t ebenso wie fiir
rechts-dichte ¢, dass V s1,s2 € [t, B()[ || f(s1) — f(s2)]| < &

Insgesamt gilt also fiir jedes t € T, dass es a(t), 5(t) gibt mit a(t) <t < 5(t)

und V s1, 59 € Ja(t),t] [|f(s1 = f(s2)|| < 5 sowie V 51,50 € [t, B()[ || f(s1 — f(s2)]| <

1
n

Wir zeigen nun mit dem Induktionsprinzip, dass es zu jedem 7 € [a, b] die Aussage A(7) gilt,
dass es eine endliche Menge M, von Intervallen der Form [¢,v(¢)[ mit ¢t < y(t) € T gibt, so
dass V s1,82 € [t,v(t)[ = ||f(s1) — f(s2)]| < L sowie M D [a, 7[ gilt.

[TA ] Mit M, := {[a, B(a)[} ist A(a) erfiillt.

. Gilt A(7) fiir rechts-zerstreutes 7 € [a, b,

so gilt mit My -y := M; U{[o(7), B(c(7))[} die Aussage A(o(T)).

. Gilt A(7) fiir rechts-dichtes 7 € [a, b], so wihle ein s € T mit s < 7.

Dann ist U :=|s, 5(7)[ eine Umgebung von 7.

Ist = ein Element von U mit 7 < z, so gilt mit M, := M, U {[r, 8(7)[} die Aussage A(z).
. Gelte A(x) fiir alle Vorgénger eines links-dichten 7 € [a, b].

Wir kénnen nun ein x € |a(t), t[ wihlen. Mit M, := M, U {[z, 7]} gilt dann A(T).

Somit gibt es endlich viele Intervalle [¢,(¢)] das Intervall [a, b] iiberdecken. Sei (o, ..., t,) die
Zerlegung von [a, b], deren Teilungspunkt genau die Punkte a,b und die von oo verschiedenen
7(t) sind. Dann gilt V n € {1,...,n} V 51,82 € [ta—1,ta[ || f(51) — f(s2)]| < L.

Fiir alle t € T\ {b} sei nun f,(t) := f(ti—1), wobei i dasjenige Element von {1,...,n} ist mit
t € [ti—1,t:i[. Auberdem sei f,(b) := f(b). Es ist dann f,, eine [[-Treppenfunktion, und es gilt
fiir alle t € T nach Konstruktion: || f(t) — fu(t)[| < L.

’Richtung < von (2) ist i.a. falsch ‘ Sei X' nicht der Nullraum, z;, z2 verschiedene Elemente
von X und t € |a,b| zugleich rechts- und links-dicht. Sei f: T — X die [[-Treppenfunktion
mit V' s € [a,t] f(s) = x1 und V s € [t,b] f(s) = 2. Mit V n € N f,, := f konvergiert
(fn) gleichmikig gegen f, aber f ist im rechts-dichten Punkt ¢ unstetig (wie man per Def der
Stetigkeit nachpriift, wobei zu beachten ist, dass ¢ rechts und links-dicht ist, so dass es in je-
der Umgebung von t nach Satz 36(2) stets s1, so mit s1 < t < s gibt), also ist f nicht rd-stetig.

’Zu , Teil <:‘ Die f,, liegen nach Satz 119 in R(T, X'), wegen Satz 112 gilt das auch fiir f.

Zu (3) |. Da [[-Treppenfunktionen |[-Treppenfunktionen sind, folgt dies aus (1), Teil <. B
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Nr. 121 (Satz) Kriterium fiir Sprungstetigkeit komplexer und mehrdimensiona-
ler Funktionen

Sei T beschriankte MaBkette mit a = minT < maxT = b.
SeineN®, f: T—Cundg: T — K"

1. f ist sprungstetig < Re f und Imf sind sprungstetig

2. g ist sprungstetig :& fiir allei € {1,...,n}
ist die i-te Komponentenfunktion g; sprungstetig

Beweis. (1) folgt wegen Satz 120(1) und der Tatsache, dass eine komplexe Folge genau dann
konvergiert, wenn Real— und Imaginérteil konvergieren, wenn man beachtet, dass eine Funk-
tion ¢: T — K" genau dann eine |[-Treppenfunktion ist, wenn ihr Real- und Imaginérteil
|[-Treppenfunktionen sind).

(2) folgt wegen Satz 120(1) und der Tatsache, dass eine mehrdimensionale Folge genau dann
konvergiert, wenn ihre Komponenten konvergieren, wenn man beachtet, dass eine Funktion
t: T — K" genau dann eine |[-Treppenfunktion ist, wenn alle ihre Komponentenfunktionen
ti: T— K (i € {1,...,n}) |[-Treppenfunktionen sind). W

Nr. 122 (Satz) Gleichheit von R(T, X) und 7)(T, X);
R(T, X) als abgeschlossener Unterraum und Banachraum

Sei T beschriankte Mafkette mit min T < maxT und X Banachraum.

1. (T, X) = R(T, X) (wobei der Abschluss im Raum B(T, X') gebildet wird)

2. R(T,X) ist abgeschlossener Unterraum von B(T, X') und selbst ein Banachraum.

Beweis (vgl. [Ama 99, Theorem 1.4, S. 7|).

Zu (1). Nach Satz 120(1) ist R(T,X) gleich der Menge aller Grenzfunktionen gleichmébig
konvergenter |[-Treppenfunktionen, das heifft gleich der Menge aller Grenzfunktionen von |[-
Treppenfunktionen, die im Raum B(T, X’) konvergieren. Damit ist R(T, X') gleich der Menge

der Beriihrungspunkte von 7)(T, X'), das heift gleich 7j/(T, ).

Zu (2). Wegen (1) ist R(T,X) als Abschluss der Menge 7j(T, &) im Raum B(T,X) eine
abgeschlossene Menge dieses Raumes. Da R(T, X') (nach Satz 119) ein Unterraum von B(T, X)
ist, ist R(T, X') also insgesamt ein abgeschlossener Unterraum.

Da B(T, X') ein Banachraum ist, strebt jede Cauchyfolge in R(T, X') (weil es eine Cauchyfolge
in B(T, X) ist) gegen ein f € B(T, X’). Wegen der Abgeschlossenheit von R(T, X) liegt aber f
wieder in R(T, X'). Somit ist R(T, X’) auch selbst ein Banachraum. B
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Nr. 123 (Satz) Teilmengenverhéltnis von C,4(T, ), 7 (T, X') und R(T, &)

Sei T Mafkkette mit a = minT < maxT = b und X Banachraum.

2. Das in (1) ausgesagte Teilmengenverhiltnis Crq(T, X) C 7y(T, X) ist echt,
wenn X nicht der Nullraum ist und es einen zugleich rechts- und links-dichten Punkt
t in ]a, b[ gibt.

3. Das in (1) ausgesagte Teilmengenverhéltnis 7j(T, ') C R(T, X) ist echt,

wenn X nicht der Nullraum ist und es einen rechts-dichten Punkt t in [a, b] gibt.

Beweis. Zu (1). Nach Satz 120(2) gilt fiir jedes Element von C,q(T, X'), dass es eine Folge (fy,)
in 7;(T; X) gibt, die gleichmiékig (das heikt: im Raum B(T, X)) gegen f konvergiert. Daher

gehort jede rd-stetige Funktion zur Menge 7(T, X') der Beriihrungspunkte von 7;(T, X') im

Raum B(T, X), das heibt es gilt C,.q(T,X) C (T, X).

Ferner zeigt Satz 120(3) unmittelbar, dass 7(T, X') € R(T, X).

Zu (2). Im Beweis von 120(2) wurde unter der angegebenen Bedingung gezeigt, dass es eine

[[-Treppenfunktion f gibt (also ein Element von 7(T, X)), die nicht rd-stetig ist.

Zu (3). Seien z1,xy verschiedene Elemente von X und sei g die Funktion g: T — X mit
g(t) =z1und ¥V s € T\ {t} g(s) = z2. Dann ist g eine ][-Treppenfunktion, also ein Element

von 7)(T, X), und somit nach Satz 122 von R(T, X).

Angenommen, g ist Element von 7j(T, &), dann gibt es eine Folge (gn) von [[-Treppenabbil-

llz1—w2|]
2

dungen, die gleichmifig gegen g konvergiert. Es gibt dann zu € = ein ng mit fiir alle

n>nound x € T:
llgn(z) — g(x)|| < €, insbesondere ||gn(t) — z1|| < € und ||gn(x) — z2|| < € fiir x € T \ {¢}.

Dann ist aber g,(t) # gn(z) (andernfalls wire |z; — za|| = ||gn(x) — 22 — (gn(t) — z1)]| <
llgn(z) — z2|| + ||gn(t) — 21| < 26 = ||w1 — x2|| (£)). Sei nun [t1,t2[ das Intervall einer [[-
Zerlegung fiir g,, das t enthdlt, es ist also g, {iber [t1,f2[ konstant. Nun gibt es auler ¢
mindestens noch ein weiteres Element x im Intervall [t1,¢o[: denn wenn t # ¢;, ist ¢} ein
solches z, und wenn ¢ = t1, so folgt die Existenz von z aus Satz 36(1), weil ¢ = ¢; dann
rechts-dicht ist. Wegen x # t ist dann aber g, (z) = x2 # x1 = gn(t) im Widerspruch dazu,

dass gy tiber [t1,?2] konstant ist (4). Also ist die Annahme falsch, und g ¢ 7y (T, X). B
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5.3 Stamm- und Vorstammfunktionen

Nr. 124 (Def) Vorstammfunktion und Stammfunktion
Sei T Mafkette, X Banachraum, D Menge und seien f, F: T — X Funktionen'.

F ist mit D Vorstammfunktion von f
= Fist mit D vordifferenzierbar und V t € D F2(t) = f(t).

F ist Stammfunktion von f
< Fist mit T* Vorstammfunktion von f

‘Nr. 125 (Satz) Kriterium fiir Stammfunktionen

Sei T MaBkette, X Banachraum, und seien f, F': T — X Funktionen.

F ist eine Stammfunktion von f < F ist global differenzierbar und ¥V t € T® FA(t) = f(t)

Beweis. Satz 100 in Verbindung mit der Def der Stamm- und Vorstammfunktion. l

Nr. 126 (Satz) Vorstammfunktionen und Stammfunktionen
komplexer und mehrdimensionaler Funktionen

Sei T Magkette, f,F: T— C,n€eN, g,G: T — K" und D Menge.

1. F ist mit D Vorstammfunktion von f

< ReF und ImF sind mit D Vorstammfunktionen von Re f bzw. Im f

2. G ist mit D Vorstammfunktion von g

& Fir allei € {1,...,n} ist G; mit D Vorstammfunktion von g;

3. F ist Stammfunktion von f
< ReF und Im F sind Stammfunktionen von Re f bzw. Im f

4. G ist Stammfunktion von g

& Fir allei € {1,...,n} ist G; Stammfunktion von g;

Beweis. (1) und (2) folgt aus Sétzen 101, 92(3) und 93(3). (3) und (4) folgt aus (1) und (2). H

! Hilger setzt in dieser Definition und den darauf aufbauenden Sitzen voraus, dass der Definitionsbereich

von f nicht T, sondern T" ist [Hil 90, Abschnitte 4.2-4.4, S. 35-39].
Man kann aber problemlos auch ganz T nehmen [Boh 00, Kap. 1.3]
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6 Das Cauchy-Integral

6.1 Konstruktion des Cauchy-Integrals

Die in diesem Kapitel vorgestellten reinen Cauchy-Integrale, die als Umkehrung der Differen-
tiation definiert sind, sind die im Mafskettenkalkiil bisher ausschlieblich verwendeten Integrale.

Nr. 127 (Lemma) Erstes Lemma zum Beweis des nichsten Satzes

Sei T Matkette und 71,7 € T mit 71 < 9. Sei 73 € [11, T2].
Sei X Banachraum und x € X. Sei f: T — X eine Regelfunktion.

Es gibt zu jedem n € N® ein F,: [11,72] — X und eine Menge D, so dass
F,, mit D vordifferenzierbar ist und ¥V s € D |[F2(s) — f(s)|| < L sowie F,(13) = x gilt.

—n

Beweis nach [Hil 90, Theorem 4.2, S. 35-37]. Sei n € N fest gewihlt und 7 := 7y.
Wir zeigen per Induktionsprinzip, dass fiir ¢ € [, 00|, die folgende Aussage gilt:

A(t)| Es gibt ein Fy, 4 [1,t] — X und eine Menge D, ¢, so dass
F,; mit D, ; vordifferenzierbar ist und V s € D, ; ||FnA7t(s) — f(s)]| < L gilt.

Ist dies gezeigt, so gilt insbesondere A(t) fiir t = 9. Sei dann ¢ := F,, ,,(73). Dann hat offenbar
die Funktion F,: [11,72] — X mit V s € [11, 2] Fi(s) := F, 7,(s) — ¢ + 2 zusammen mit der
Menge D,, := D,, , die behaupteten Eigenschaften, und wir sind fertig.

. Wihle F, ;: {7} — X mit F,, (1) := 2 und D, ; := (. Dann ist D,,; = 0 C {7}"
und {7}"\ Dy, = 0\ 0 = 0 abzéhlbar. Nach der Leermengen-Konvention sind alle ¢ aus
{r}"\ Dy = 0 maximal oder rechts-dicht. F}, ; ist trivialerweise stetig (alle Teilmengen des
Definitionsbereichs, namlich {7} und 0, sind offen). Nach der Leermengen-Konvention ist f in
jedem ¢ aus Dy, = 0 differenzierbar. Somit ist F, - mit D, r vordifferenzierbar. Wieder per
Leermengen-Konvention gilt V s € () HF,ﬁt(s) — f(s)|I < L. Somit gilt A(7).

. Nach Voraussetzung gibt es fiir ein rechts-zerstreutes ¢ ein entsprechendes f, ; und D, ;.
Dann sei Dy, 5(1) := Dpy U {t} und F, ;) [T,0(t)] — X

Fo+(s) falls s € [7, ]
Fo:(t)+ f(t)p*(t) falls s =o(t)

Da Dy C [1,t] und Dy, 5y = D¢ U{t}, gilt auch D,, ;) C [7,t]. Nun ist das Maximum o(t)
von [7,0(t)] links-zerstreut, also [7,0(t)]" = [7,1], also Dy, 5 C [7,o(1)]".

mit fiir alle s € [7,0(t)]: F, 51)(8) :=
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Es besitzt nun [7,0(t)]" = [7,t] hochstens ein Element, ndmlich ¢, was [7,¢]" nicht besitzt,
aber da t nicht in [, 0(t)]" \ D, o) enthalten ist, gilt [7,0(¢)]" \ Dy o) € [7,t]" \ Dpy, also
ist [7,0(t)]" \ Dp,o() als Teilmenge einer abzéhlbaren Menge abzahlbar.

Auch enthélt [7,0(t)]" \ Dy o) keine rechts-zerstreuten Punkte des Raumes [7,0(t)]: denn
der rechts-zerstreute Punkt ¢ ist kein Element von [7,0(t)]" \ D,, 5 und die iibrigen rechts-
zerstreuten Punkt des Raumes [, 0(t)] wiren auch solche des Raumes [, t], und wéren, wenn
in [7,0(t)]" \ Dy, »@) enthalten, auch Elemente der Obermenge [7,¢]" \ Dy, ¢, was falsch ist.

Trivialerweise ist [}, 5(;) stetig.

Die Differenzierbarkeit von F), ;) in den Punkten s aus Dy \ {t} folgt aus der Differenzier-
barkeit von Fy,¢: [1,t] — X in diesen Punkten mittels Satz 91(2), wobei man beachte, dass
min [7,¢] = min [7,0(t)] und s # max[r,t]. Es gilt FnAo(t)(s) = Fﬁt(s).

Die Differenzierbarkeit im Punkt ¢ schliefslich folgt aus Satz 89, wobei
A _ Frnow @) =Frow(t) _ Fat(O+fOp*(O)=Fne(t) _
Fn,a(t) (t) — (t) 0] (t) — t /ﬁlét) tt) _ f(t)

Mit der Voraussetzung A(t) folgt also

= |ES(s) = f(s) < 5 falls s € Dy \ {t} o
F2 (s)— f(s " " ’ Damit gilt A(o(t)).
17y (8) = )H{:ogé falls s = t gilt Ale(0)

. Nach Voraussetzung gibt es fiir ein rechts-dichtes ¢ ein entsprechendes f,; und D, ;. Da
der rechtsseitige Grenzwert der Regelfunktion f im Punkt ¢ existiert, gibt es eine Umgebung
U von t mit

) Nf(s) = fEH)I < % fiir alle s € U mit s > t.

Fiir alle 7 € U mit r > ¢ sei nun Dy, , := (Dp \ {t}) Ut 7]"
Fr(s) falls s € [7, ]
Foi(t)+ f(t+)u(s,t) falls s € [t, 7]

Diese Definition enthilt keinen Widerspruch, denn falls zugleich s € [7,t] und [t, ] (also im
Fall s =t), gilt F, ((t) = Fp () + f(t4+)p(t, t), da p(t, t) = 0.

und F, , : [7,7] — X mit fiir alle s € [1,r]: F,,(s) := {

Da |t,r] wegen der Rechts-Dichtheit von ¢ nichtleer ist, ist r genau dann entartet in [7, 7], wenn
r in [t,r] entartet ist. Damit folgt [7,7]" = [r,t] U ¢, r]".

Also ist Dy, = (Dpt \ {t}) Ut 7" C [ t[U]t,r]" C [r, ] UL, 7)™ = [1,r]".

Weiter ist [7,7]" \ Dp, = ([7,t] U Jt,7]") \ (Do \ {t}) U Jt,7]") = [1 2] \ (Do \ {t}) =
([1,t] \ Dnyt) U{t}, diese Menge hat also hichstens ein Element (ndmlich eventuell ), das die
abzihlbare Menge [7,t] \ Dy nicht besitzt. Daher ist [7,7]" \ D,,, abzéhlbar.

Die Punkte x von [7, t]\ Dy, + sind nach Voraussetzung keine rechts-zerstreuten Punkte im Raum
[7,t]; diejenigen von ihnen, die < t sind, sind dann auch keine rechts-zerstreuten Punkte im
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Raum [7, 7], und t ist als rechts-dichter Punkt von T ebenfalls nicht rechts-zerstreut in T (und
dann auch nicht in [7,7]).
Also enthélt [7,7]" \ Dy, keine rechts-zerstreuten Punkte des Raumes [7,7].

Die Funktion F}, , ist nach obiger Definition die Vereinigung zweier auf abgeschlossenen Men-
gen definierter stetiger Funktionen und somit selbst stetig.

Die Differenzierbarkeit von Fj, , in den Punkten s € D,,;\ {t} folgt aus der Differenzierbarkeit
von Fp,4: [7,t] — X in diesen Punkten mittels Satz 91(2), wobei min [7,¢] = min [r,7] und
s < max [T, t] zu beachten ist. Mit Satz 94 ergibt sich Fﬁr(s) = F,ft(s).

Die Differenzierbarkeit in den Punkten s aus |t,7]" folgt aus der Differenzierbarkeit der Funk-
tion g: [t,r]" — X mit g(s) = Fy+(t) + f(t+)pu(s, t) (die mittels Produktregel und Linearitét
aus 88 folgt) in Verbindung mit Satz 91(2), wobei max [t,7]" = max [r,7]" und min [t,7]" # s
zu beachten ist. Mit Satz 94 folgt Fé,,(s) = f(t+).

Mit der Voraussetzung A(t) und (*) folgt also
= [E2(s) = f(o)l < 5 falls s € Dy \ {t}
|E2 ) = 4 _ s "
=|lft+) = f(s)]| < = falls s € Jt,7]
so dass A(r).

—n

. Sei schlieflich ¢ links-dicht und fiir alle » < ¢ sei ein entsprechendes f,, und D,,, ge-
geben. Da dann der linksseitige Grenzwert der Regelfunktion f im Punkt ¢ existiert, gibt es
eine Umgebung U von ¢ mit

(**) If(s) = f(t=)|| < L fiir s € U mit s <.

Wir wihlen nun ein 7 mit s < r < t aus U (was wegen der Links-Dichtheit geht), und definieren:
) (Dpp \{r})U]r,t[ falls 7 rechts-dicht
mt {(DW« \ {r})U|r,t] falls r rechts-zerstreut
For(s) falls s € [, 7]
Fo (r)+ f(t—)u(s,r) falls s € [r,t]
Diese Definition enthélt keinen Widerspruch, denn falls zugleich s € [r,7] und [r,¢] (also im
Fall s =), gilt Fy, (1) = Fp(r) + f(t—)pu(r,r), da p(r,r) = 0.

und Fy, 4 [7,t] — X mit fiir alle s € [1,t] 1 F,4(s) == {

Es ist trivialerweise ist Dy, C [7,t] = [, ¢]". AuRerdem ist [1,¢]"\ Dyt = [7,t] \ Dpy; nun sind
es hochstens die Punkte r, ¢, die [7,t] \ Dy besitzt, aber [7,7] \ Dy, nicht besitzt, daher ist
[7,t] \ Dyt wie [7,7]\ D, abzihlbar.

Auferdem enthélt [7,t]" \ Dy, + den Punkt r nicht, falls dieser (im Raum T, und das heiRt hier
auch im Raum [7,]) rechts-zerstreut ist. Weiter ist ¢ in [7,¢] nicht rechts-zerstreut, da maxi-
mal. SchlieRlich enthélt [r,¢]" \ D, auch keine von 7 und ¢ verschiedenen rechts-zerstreuten
Punkte von [, t], denn diese wiren auch rechts-zerstreute Punkte von [7,r]"\ D, in der Kette
[7,7], was nach Voraussetzung falsch ist.
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Nun ist F' nach obiger Definition die Vereinigung zweier auf abgeschlossenen Mengen definier-
ter vertraglicher stetiger Funktionen und somit selbst stetig.

Die Differenzierbarkeit von F'in den Punkten s aus D, , \ {r} folgt wieder aus der Differenzier-
barkeit von F,,: [7,r] — X in diesen Punkten mittels Satz 91, wobei min [7, 7] = min [, ¢]
und s < max [, r| zu beachten ist. Es ist FnAJ(S) = FﬁT(s).

Die Differenzierbarkeit in den Punkten s aus D, ; mit r < s folgt aus der Differenzierbarkeit
der Funktion g: [r,t] — X mit g(s) = Fy, - (t)+ f(t—)u(s,r) (die mittels Produktregel und Li-
nearitét aus 88 folgt) in Verbindung mit Satz 91, wobei max [7, t] = max [r, t] und min [r, ] # s
zu beachten ist. Mit Satz 94 folgt Frft(s) = f(t—).

Die Differenzierbarkeit im Punkt r schlieflich (die nur im Fall der rechts-Zerstreutheit von r

behauptet ist, weil nur dann r € D,,; gilt) folgt aus Satz 89, wobei
FA( ) = Fnt(U(f‘)) Fnt(r) _ For(r)+fE=)p(o(r),r)=Fur(r) _ Ft-).

1= (r) (o (r).r)
Mit der Voraussetzung A( ) und (**) folgt also
= |E2(s) = f(s)l < 3 falls s € Dy \ {r}
||F7§t(s) —fN=1ft=) = f(9)] < % falls s € Dy mit r < s so dass A(t). &
=|If(t=) — f(r)| <% falls s = r und r rechts-zerstreut

Nr. 128 (Lemma) Zweites Lemma zum Beweis des nichstens Satzes

Seien die Voraussetzungen dieselben wie beim ersten Lemma, also
T Makkette, 71,70 € T mit 71 < 79, T3 € [11, T3],
X Banachraum, x € X und f: T — X eine Regelfunktion.

Dann gibt es eine Funktion F': [T, 2] — X und eine Menge D,
so dass F mit D vordifferenzierbar ist und V t € D F2(t) = f(t) sowie F(13) = x gilt.

Beweis. Nach dem ersten Lemma gibt es fiir jedes n € N® eine Funktion F},: [11, 2] — X und
eine Menge D,,, so dass F,, mit D,, vordifferenzierbar ist und V s € D ||F2(s) — f(s)|| < %
sowie F,(m3) =  gilt. Sei nun D := [, cyo Dh.

Wir zeigen, dass dann jedes F,, mit D vordifferenzierbar ist. Zunéchst ist D C Dy C [, 2",
auberdem ist [11,72])" \ D = [11,72]" \ Npene Pn = Upene ([71,72]7 \ Dy), und letateres ist als
Vereinigung abzdhlbar vieler abzihlbarer Mengen selbst abzdhlbar.

Da jedes [11,72]" \ D, nur maximale oder rechts-dichte Punkte von |1, 7] enthilt, gilt dies

auch fiir (J,eno ([71, 7)™ \ Dp) = [11, 2] \ D.
Schlieflich ist Fj, stetig, und in jedem Punkt von D differenzierbar.

Zu jedem t € |11, 72]" gibt es eine kompakte Intervall-Umgebung U; von ¢ im Raum [r, T2,
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(néimlich [r1, 5] selbst), so dass die Folge (f2*(t)),eno der Ableitungen gleichmiifig auf Uy N D
(= D) gegen die Funktion f konvergiert: denn zu jedem & > 0 gibt es ein ng € N® mit fiir
allen > ngund s € D: & > 2 > ||F2(s) — f(s)||. Ferner konvergiert (Fy,),cne im Punkt
T3 trivialerweise gegen x. Damit sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Satzes 105
gegeben.

Aus diesem folgt, dass (F},),,cy gleichméfig gegen eine Funktion F: [r1, 5] — X konvergiert,
welche vordifferenzierbar mit D ist und fiir alle t € D der Gleichung FA(t) = lim F2(t) =
n—oo

f(t) geniigt. Weiter ist F(13) = lim F,(73) = 2. B
n—oo

Nr. 129 (Satz) Existenz von Vorstammfunktionen von Regelfunktionen
Sei 7 € T,x € X und f eine Regelfunktion f: T — X.

Dann gibt es ein D C T" und zu D genau eine Funktion S: T — X
die mit D Vorstammfunktion von f ist, so dass S(1) = x.

Beweis. Eindeutigkeit. Sind S, S3 solche Funktionen, so ist S; — S vordifferenzierbar mit D
und (51 — S2)(t) = f(t) — f(t) = 0O fiir alle t € D. Nach dem hinreichenden Kriterium fiir
Konstanz folgt, dass S1 — So konstant ist. Wegen S1(7) = So(7) = x ist dann S; — Sa konstant
= 0 und somit S = S5.

Existenz. Hat T weniger als zwei verschiedene Elemente, so ist 7 das einzige Element und die
Behauptung gilt mit D = @ und S: {7} — X, S(7) := ). Wir kénnen daher davon ausgehen,
dass T mindestens zwei verschiedene Elemente hat. Nach Satz 74 ist T Vereinigung abzidhlbar
vieler kompakter Intervalle I,, = [an,b,] (n € N, wobei N = Noder N = {ne N : n<m}
mit m € N), von denen je zwei verschiedene hichstens einen Punkt gemeinsam haben, der
dann gemeinsamer Grenzpunkt der Intervalle ist.

Da T mindestens zwei Elemente enthélt, kénnen wir ferner davon ausgehen, dass auch jedes
der Intervalle I,, mindestens zwei Elemente enthilt (das erreichen wir nétigenfalls durch Zu-
sammenfassen mehrerer Intervalle zu einem einzigen).

Nach dem zweiten Lemma gibt es zu jedem n € N eine Funktion F),: I, — & und eine Menge
D,,, so dass Fy, mit D,, vordifferenzierbar ist und F2(t) = f(t) fiir alle t € D,,, wobei wir den
Wert von F,, am einer ausgesuchten Stelle, etwa am linken Grenzpunkt a, von [ay,by], frei
vorgeben kénnen. Dabei setzen wir an allen linken Grenzpunkten denselben Wert fest, etwa
0. Damit erreichen wir, dass fiir Intervalle I, und I, mit n # m, die einen gemeinsamen
Grenzpunkt a haben, stets Fj,(a) = F,,(a) gilt (denn a ist dann fiir eines der Intervalle I, I,
der linke Grenzpunkt). Sei F' die aus den F,, ,zusammengesetzte Funktion F': T — X, also
die Vereinigung dieser Funktionen.

Sei G die Menge aller Grenzpunkte der Intervalle I,,, und G* die Menge aller nicht-rechts-

zerstreuten Grenzpunkte. Da die Menge der Intervalle abzdhlbar ist, ist auch G und erst
rechte G* abz#hlbar.
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Sei D := (U,,enx Dn) \ G*. Dann enthélt D nicht das (eventuell existierende) Maximum von T
(das ja € G* ist), also ist auf jeden Fall D C T". Ferner ist T"\ D = T%\ ((U,,ey Dn) \ G*) =
(T \ Upen Dn) U(T" N G*) = N,en (T \ D) U (TN G*) € (T* \ Do) UG*, wobei letzte-
res Vereinigung zweier abzéhlbarer Mengen, also selbst abzéhlbare Menge ist. Ferner enthélt
T* \ D keine rechts-zerstreuten Punkte (weil T% \ D und G* keine solchen besitzt).

Weiter ist F' in jedem z € T stetig: ist « Element der offenen Menge |ay,, b,[ oder = a,, =
minT (so dass x Element der offenen Menge | — 0o, b, [ ist) oder x = b, = maxT (so dass
x Element der offenen Menge |ay, 0o[ ist), so folgt die Stetigkeit von F' im Punkt = aus der
Stetigkeit von F,, im Punkt z. Andernfalls ist z gemeinsamer Grenzpunkt b,, = a, zweier
Intervalle I, und I, mit a,, < by, = ¢ = a, < b,: dann ist die aus F,, und F,, zusammenge-
setzte Funktion in x stetig, und da x Element der offenen Menge |an,, by,[ ist, ist auch F'in z
stetig. Insgesamt ist also F' global stetig.

Auferdem ist F' in jedem Punkt z aus einem |ay,, b,[ N D,, gemék Satz 91 differenzierbar mit
FA(s) = F2(s) = f(s). Damit ist F' in jedem Punkt aus D® := J, o Dy \ G differenzierbar.
Diejenigen Punkte s aus D aber, die nicht zu D gehéren, sind rechts-zerstreute Grenzpunk-
te. In diesen ist F nach Satz 89 ebenfalls differenzierbar, wobei F2(s) = EosD-Fs) Dy der

n*(s)
Grenzpunkt s rechts-zerstreut uns somit nichtmaximal ist, ist s linker Grenzpunkt eines In-
tervalls I,, und da I,, mindestens zwei Elemente enthélt, ist auch o(s) Element von I,,. Dann

zeigt aber Satz 89, dass F2(s) = F(“(ji)(sf)F(s) = F“("(:E)(;)F"(s) = F2(s) = f(s). Insgesamt ist

also F' mit D vordifferenzierbar mit ¥V s € D F2(s) = f(s).

Sei schlieklich ¢ := F(7), so ist S: T — X mit fiir alle t € T: S(t) := F(t) — ¢ + x ebenfalls
mit D vordifferenzierbar mit S2(t) = FA(t) = f(t) fiir alle t € D.
AuRerdem gilt S(7) =z. &

Nr. 130 (Def) Cauchy-Integral

Sei T Makkette, X Banachraum, f: T — X Regelfunktion, und F: T — & eine Vor-
stammfunktion von f (eine solche existiert nach Satz 129). Sei r,s € T.

[7 f(x)A x:= F(s) — F(r), wobei diese Differenz unabhéingig von der Wahl von F ist.

Dieser Term heiftt das Cauchy-Integral der Funktion f in den Grenzen von r bis s.
f heikt der Integrand dieses Terms und [r, s| sein Integrationsintervall.

Beweis der Unabhingigkeit von der Wahl von F'. Seien F,G Vorstammfunktionen von f, die
mit Dy bzw. D9 vordifferenzierbar sind. Dann ist F' — G auf D := D1 N Dy vordifferenzierbar
und (F — G)'(z) = F'(z) — G'(z) = f(xz) — f(x) = 0 fiir alle x € D. Nach Satz 104 ist F' — G
auf T konstant, also fiir alle z € T : F(x) — G(x) = £ mit einem £ € X. Dann gilt aber
F(s) = F(r) = (§+G(s)) = (£ + G(r)) = G(s) - G(r). W
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6.2 Eigenschaften des Cauchy-Integrals

Nr. 131 (Satz) Additivitit beziiglich Integrationsbereich fiir Cauchy-Integrale

Sei T Makkette, r,s € T mit r < s, I = [r,s], X Banachraum, und f € R(T,X).
Sei a,b,ce .

1. (Nullregel) [ f(z) Az =

2. (Alternationsregel) f; f(@)Az = — [ f(=x)

)
)

3. (Additionsregel) fac f(x)Azx = f f(x)Az + fb ) Ax
)

4. (Subtraktionsregel) [7 f(z)Az — f f@)Az = [} f(z) Ax

Beweis. Sei F' eine Vorstammfunktion von f.
1). [* f(z)Az = F(a) — F(a) = 0.
2). [} f(z)Az = F(b) — F(a) = —(F(a) — F(b)) = — [ f(z) Az
3). [¢ f(x)Az = F(c) — F(a) = F(b) — F(a) + F(c) = [P f(z) Az + [{ f(z) Az

Zu (4). subtrahiere f;f($)AZL‘ auf beiden Seiten von Gleichung (3). B

Nr. 132 (Satz) Unabhingigkeit des Integrals von Verlauf des Integranden
aufierhalb der Integrationsgrenzen

Sei T MabBkette, X Banachraum, f: T — X Regelfunktion.
Sei r,s € T und I das abgeschlossene Intervall mit den Grenzen r,s.
Sei e die Einschrinkung e := f|I von f.

Dann ist [ f(x)Az = [7e(x)Az.

Unmittelbares Korollar: Ist g: T — X eine Regelfunktion mit f|I = g|I,
so gilt fiir alle a,b € T: ff f(x)Az = ffg(:z:)Ax

Beweis. Zunichst ist trivialerweise e wieder eine Regelfunktion, also sind beide Integrale wohl-
definiert. Wegen 131(1) gilt die Behauptung im Fall » = s. Im Fall r # s aber geniigt es wegen
Satz 131(2), den Fall r < s zu betrachten. Sei also 7 < s und somit I = [r, s], und sei F mit
D eine Vorstammfunktion von f, also F mit D vordifferenzierbar und F2(z) = f(x) fiir alle
x € D. Sei I'" := I\ {s}. Wenn wir zeigen, dass F'|I mit D N I* vordifferenzierbar ist, so gilt
wegen Satz 91 fiir alle z € DNI*: (F|I)2(z) = f(z)(= e(x)), also folgt per Def des Integrals
[P f(x) Az = F(b) — F(a) = (F|I)(b) — (F|I)(a) = [’ e(2)Az und wir sind wir fertig.
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Zu zeigen ist also nur die Vordifferenzierbarkeit von F|I. Dazu sind die Bedingungen aus
Def 99 nachzupriifen. Die Stetigkeitsbedingung folgt aus der Stetigkeit von F', ebenso die
Differenzierbarkeitsbedingung aus Satz 91 und der entsprechenden Bedingung fiir F. Ferner
ist die Bedingung I* C I* erfiillt, da I* das Maximum s von I nicht enthélt. Trivialerweise
ist auch I* C T*, und es folgt

(A) I\ (DN I7) = (IF\ DYUT*\ I C (I"\ D) U{s} C (T*\ D) U {s},

was wegen der Abzéhlbarkeit von T\ D abzéhlbar ist. Schlieflich sind die Elemente von T"\ D
nicht rechts-zerstreut in T (erst recht nicht in I = [r, s]) und s ist ebenfalls in I nicht rechts-
zerstreut (sondern maximal). Insgesamt enthélt (T \ D) U {s} in I keine rechts-zerstreuten
Punkt und wegen (A) gilt das erst recht fiir die Teilmenge I®\ (DN I*) von (T*\ D)U {s}. A

Nr. 133 (Satz) Unabhingigkeit des Integrals vom Wert des Integranden
an den Integrationsgrenzen

Sei T Makkette, X Banachraum, r,s € T mitr <s, I :=[r,s] und f,g € R(I,X).

1. (Unabhéngigkeit vom Wert an der oberen Grenze)

Nehmen f, g hichstens an der oberen Grenze s verschiedene Werte an, so gilt
J7 f@)Az = [ g(z)Az
2. (Unabhingigkeit vom Wert an der unteren Grenze)

Ist die untere Grenze r nicht rechts-zerstreut

und nehmen f, g héchstens in r verschiedene Werte an, so gilt

7 f@)Ax = [ g(x)Az

Beweis. Zu (1). Im Fall r = s folgt die Behauptung aus Satz 131(1). Sei also r < s und
F: I — X mit D eine Vorstammfunktion von f|I, also F mit D vordifferenzierbar mit
Vte D F(t)= f(t). Wegen Satz 132 gilt inf] f(z)Ax = F(r) — F(s).

Wenn wir nun zeigen, dass F' auch mit D\ {s} vordifferenzierbar ist, so gilt V¢ € D\{s} F(t) =
f(t) =g(t), also folgt [7 f(z)Az = F(s) — F(r) = [’ g(z)Az und wir sind fertig.

Somit bleibt nur zu zeigen, dass F' mit D \ {s} vordifferenzierbar ist. Hierzu sind die fiinf Be-
dingungen aus Def 99 nachzupriifen. Da F' bereits mit D vordifferenzierbar ist, ist dies trivial:
nur bei der dritten muss man etwas genauer hinschauen: es ist I*\ (D \ {s} C (I*\ D) U {s};
nach Voraussetzung sind die Elemente von T# \ D nicht rechts-zerstreut in I, dort ist auch s
als Maximum von I nicht rechts-zerstreut. Also enthélt I®\ (D \ {s} keine rechts-zerstreuten
Punkte von 1.

Zu (2). Analog zu (1) ist zu zeigen, dass F' mit D \ {r} vordifferenzierbar ist. Hierzu ist der
letzte Absatz des Beweises von (1) zu wiederholen, wobei r durch s und der Satzteil ,,s ist als
Maximum von I ebenfalls nicht rechts-zerstreut durch ,;s ist nach Voraussetzung ebenfalls
nicht rechts-zerstreut” zu ersetzen ist. B
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Nr. 134 (Satz) Stammfunktion und Integration einer auf T" konstanten
sprungstetigen Funktion

Sei T Mafkkette, X Banachraum und f € R(R,X) mit V t € T" f(t) = c fiir eine
Konstante c € X.

1. Fiir beliebiges T € T und x € X ist die Funktion F: T — X
mitVt € T F(t) = cu(t,7) + = eine Stammfunktion von f.

2. Fiir alle a,b € T ist f; f(t) At = cp(b, a), anders geschrieben f; c At = cu(b,a).

Beweis. Zu (1). Es ist dann F' nach Satzen 88, Satz 85 und 94 an jeder Stelle ¢ € T* differen-
zierbar mit FA(t) = p(o(t),7)0 4+ lc = ¢ = f(t).

Zu (2). Da F eine Stammfunktion von f ist, gilt fjf(t)At = F(b) — F(a) = (cu(b,7) + x) —

= b,a). A
eplar)+a) = culba)

Nr. 135 (Satz) Integration in den Grenzen von ¢ bis o(t)

Sei T Makkette, t € T, X Banachraum, und f € R(T, X).

Beweis. Entweder ist ¢ = o(t) oder t < o(t). Im ersten Fall ist die linke Seite nach Satz 131(1)
gleich 0, und es ist auch p*(t) := p(o(t),t) = p(t, t) = 0.

Im zweiten Fall geniigt es wegen Satz 132 zu zeigen, dass fiir die Funktion e := f|[t,o(t)] gilt
ftg(t) e(x)Az = p*(t)e(t). Nun ist e iiber [t,0(t)]" = {t} konstant = f(t). Also folgt aus Satz
134 in der Tat, dass fta(t) e(z)Ax = f(t) u(o(t),t) = f(z)p*(t). A

Nr. 136 (Satz) Integration einer [[-Treppenfunktion

Sei T Makkette, a,b € T, a < b, I := [a,b], X Banachraum und f € R(T, X).
Sei (ag, . ..,ay) eine Zerlegung von [a,b].
Fir j € {1,...,n} sei f; der konstante Wert von f auf [a;_1,a;]. Dann gilt:

2 f@) Az = S0 fi ulag,a-1)

Beweis. Wegen Satz 131(3) geniigt es, zu jedem j € {1,...,n} zu zeigen, dass
Jo) F@)Az = fin(aj, a;-1).
Dazu geniigt es wegen Satz 132 zu zeigen, dass fiir die Einschrénkung e := fl[a;—1,a;] gilt:
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ffj?;l e(x)Ax = fip(aj,aj—1).

Gehen wir von e zu der Funktion e*: [a;_1,a;] — X iiber, die konstant = f; ist, so nehmen
die Funktionen e und ex hochstens im Punkt a; verschiedene Werte an, und nach Satz 133
geniigt es zu zeigen, dass faa]?;l e*(x)Azx = fju(aj, aj—1) gilt. Dies gilt aber nach Satz 134(2).
|

Nr. 137 (Satz) Integration einer |[-Treppenfunktion

Sei T Makkette, a,b € T, a <b, I := [a,b], X Banachraum und f € R(T, X).

Sei (ag, . ..,an) Zerlegung von [a,b] mit rechts-dichten Teilungspunkten ag, . .., an—1
Letztere Bedingung garantiert, dass fiir j € {1,...,n} das Intervall Jaj_1, a;[ nichtleer ist!,
so dass wir fiir j € {1,...,n} vom konstanten Wert f; von f auf|a;_1,a;| sprechen kénnen.

2 f@) Az = S0 fi ulag,a-1)

Beweis. Wieder geniigt es wegen Satz 131(3), zu jedem j € {1,...,n} zu zeigen, dass

Jo) f@)Az = fin(aj, a;-1).

Dazu geniigt es wegen Satz 132 zu zeigen, dass fiir die Einschrénkung e := fl[a;—1,a;] gilt:
Jol @) Az = fip(ag, a;-1).

Gehen wir von e zu der Funktion e*: [a;_1,a;] — X {iber, die konstant = f; ist, so nehmen
die Funktionen e und ex hochstens in den beiden Punkten a; und a;_1 verschiedene Werte
an, wobei aj_1 rechts-dicht ist. Zweifache Anwendung von Satz 133 zeigt also: es geniigt zu
zeigen, dass f:j_l e*(x)Ax = fju(aj,a;—1). Das aber gilt nach Satz 134(2). B

Nr. 138 (Satz) Linearitit des Cauchy-Integrals

Sei T Makkette, r,s € T, X ein K-Banachraum, f,g € R(T,X) und A € K.

[Zr@) +gt)At = [7 FOAE+ [T g(t)At sowie [TAf(E)AL =X [7 f(t)At

Beweis. Beachte zunéchst, dass f + g sowie Af wegen Satz 113 Regelfunktionen sind, also sind
die Terme wohldefiniert.

Ist nun F eine mit D; vordifferenzierbare Vorstammfunktion von f und G eine mit Dy vordif-
ferenzierbaren Vorstammfunktion von G, so ist aufgrund der Linearitdt der Ableitung F'+ G
eine mit Dy N Dy vordifferenzierbare Vorstammfunktion von f + ¢ und AF' eine mit Dy vor-
differenzierbare Vorstammfunktion von Af.

Also ist f: f)+gt)At = (F+G)(s)—(F+G)(r) = F(s)—F(r)+G(s)—G(r) = ff Ft)At+
fra g(t)At, sowie frs M)At = (AF)(s) — (AF)(r) = AX(F(s) = F(r)) =\ [

! AuRerdem wird auf diese Bedingung im Beweis benotigt, um Satz 133(2) anwenden zu konnen.
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Nr. 139 (Satz) Cauchy-Integral komplexer und mehrdimensionaler Funktionen

Sei T Mafkette, r,s € T, n € N®, f: T — C und g: T — K".
Fiiri € {1,...,n} bezeichne g; die i-te Komponentenfunktion von g. Dann gilt:

1. [7 f(z)Az = [*(Re f)(z)Az +i [*(Im f)(z) Az
2. [Pg(@)Az = ([ q1(x)Ax, ..., [T gn(x)A2)

Beweis. Wir miissen jeweils zeigen, das die linke Seite genau dann definiert ist, wenn die rechte
definiert ist, und dass im Fall der Definiertheit beide Seiten gleich sind. Die linke Seite ist nun
genau dann definiert, wenn f bzw. g Regelfunktion ist; das ist nach Satz 121 genau dann der
Fall, wenn Re f und Im f bzw. wenn alle Komponentenfunktionen g; vom g Regelfunktionen
sind, und genau dann ist die linke Seite definiert. Wir kénnen also im weiteren annehmen, dass
alle Terme definiert sind.

Zu (1). Wir wihlen eine Vorstammfunktion F: T — C von f, so sind nach Satz 126 Re F
und Im F' Vorstammfunktionen von Re f bzw. Im f. Es gilt also [ f(z)Az = F(s) — F(r),
und [*(Re f)(z) = (Re F)(s) — (Ref)(r) = Re(F(z) — F(r)) = Re [ f(x)Az. Ebenso folgt
J(m f)(@) = (Im F)(s) = (Im f)(r) = Im(F(2) - F(r)) = Im [ f(2)Az.

Zu (2). Wir wihlen eine Vorstammfunktion F: T — K" von f, so ist fiir ¢ € {1,...,n}
nach Satz 126 die Funktion F; jeweils Vorstammfunktion von f;. Es gilt also [7 f(z)Az =
F(s)— F(r), also ist die i-te Komponente von [ f(x)Ax jeweils gleich Fj(s) — F;(r), und das
ist gleich [ fi(z)Az. W

Nr. 140 (Satz) Partielle Integration

Sei T Mabkette, und r,s € T.
Seien X1, Xo, X3 K-Banachrdume und - Multiplikation zwischen diesen (vgl. Def 95).
Seien f: T — X und g: T — X differenzierbar und seien > und g® Regelfunktionen.

J7 Fe@)g® At + [T fA1g(t) At = f(s)g(s) — f(r)g(r).

Beweis. Beachte zunéchst, dass (o o f) -¢® und f2 - g wegen Satz 113 Regelfunktionen sind,
also sind die Terme wohldefiniert.

Sei nun h: T — X Funktion mit h(t) = f(t)g(¢) fiir alle t € T. Nach Satz 96 ist h diffe-
renzierbar mit h2(t) = f(o(t))g™(t) + g(t)fA(t) fiir alle t € T*. Es ist h® nach Satz 113
Regelfunktion und » Stammfunktion von h®. Daher gilt fiir alle r,s € T :

[7 f(o(t)g”(t) + g(t) f2(t)At = h(r) — h(s), das heift per Def von h und per Linearitéit

P o) 0At+ [* () FA DAL = F(r)g(r) — f(s)g(s). B
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Nr. 141 (Satz) Integralungleichung fiir Cauchy-Integrale

Sei T MaBkette, X Banachraum.
Seien f: T — X und g: T — RZ° Regelabbildungen.
Seien r,s € T% mit r < s und || f(t)|| < g(¢) fiir alle t € [r, s]".

17 @A < [TIFOAL < [T g(t)At < supiepy g g()u(s, 7)

Als unmittelbares Korollar folgt im Spezialfall g = || f||:
1S F@OAL] < [TIFOIAL < supepy g () [l1(s,7)

Beweis (vgl. [Hil 88, Satz 4.4(iii), S. 33-34]. Wegen || f|| = f o h (mit h := Normfunktion des
Banachraums X') und Satz 113 ist || f|| eine Regelabbildung. Somit besitzen f, || f|| und g je-
weils eine Vorstammfunktion F' mit D7 bzw. F} mit D9 bzw. G mit Ds. Ist D := ﬂ?zl D;, so
sind F, F1, G auch mit D Vorstammfunktionen von f bzw. || f| bzw. g.

Sei H: [r,s] — R mit H(t) := supg|[r, s]”] - pu(t, ). Das Supremum ist reell, da [r, s] kompakt
ist, und die Regelfunktion ¢ die Kompaktheit iibertrigt (Satz 114), ist g[[r, s]] eine kompakte
und daher beschrinkte Teilmenge der Zeitkette R. Erst recht ist die Teilmenge g|[r, s]*] von
g[[r, s]] beschrinkt. — H ist nach den Sétzen 88 und 94 differenzierbar mit H'(t) = sup g[[r, s]"]
fiir alle t € [r, s]".

Fiir t € [r,s]" N D gilt dann: [|[F2(t)|| = ||f(t)|] = FA (L), erst recht ||[FA(1)| < FA(t).
Damit sind die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt, und dieser liefert
(A) [1F(s) = F(r)ll < Fa(s) = Fi(r).

Weiter gilt fiir ¢ € [r,s]" N D: |F{(t)] = || f(t)]] < g(t) = G'(t), und der Mittelwertsatz liefert
(B) [F1(s) — Fa(r)| < G(s) = G(r).

Schlieflich gilt fiir ¢ € [r,s]" N D: |G'(t)| = G'(t) = g(t) < supg|[r, s]"] = H'(¢
(©) 1G() =G < ()~ ) = supgll, sl uls, ) - plr,m)

Satz:66(2) sup g[[T’, 5] ]/L(’S» T)'

), also

Da die rechte Seite von (A) kleinergleich der linken von (B) ist und die rechte von (B) klei-
nergleich der linken von (C), folgt

|F(s) = F(r)l| < [Fi(s) = Fa(r)] < Ga(s) — Ga(r) < supgl[r, s]<]pa(s,7), das heift

1@ At < [[TIFON At < [7g(t) At < supgl[r, s]*]u(s, ),

wobei fiir | [7]|f(¢)|| At| trivialerweise [” || f(t)]| At gesetzt werden kann. B
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Nr. 142 (Satz) Konvergenzsatz fiir Cauchy-Integrale

Sei T MaBkette mit a = minT < maxT = b und X Banachraum,
und strebe die Folge (f,) von Funktionen f,, € R(T,X) gleichméifig gegen f.

Dann strebt ( f fa(t)AL), i gegenf f(t)

Beweis nach [Hil 88, Satz 4.4(iii), S. 33-34]. Zunéchst gilt wegen Satz 112, dass f € R(T, X),
also sind die Terme wohldefiniert. — Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Wegen b > a ist u(b,a) > 0

und darum €1 := u(g 2) wohldefiniert und positiv. Also gibt es zu €1 ein ng € N mit fiir alle

n > no: SUPye(q b] | fn(t) = f(t)]] < e1. Es folgt per Linearitdt und Integralungleichung:
1Jy Fa®AE = [7 FOA = || [J1fa(t) = FOIAL] < supyeiappe [ o) = FO)]n(ba) < . W

Nr. 143 (Satz) Existenz von Stammfunktionen fiir rd-stetige Funktionen
Sei T Makkette, r € T, X Banachraum und f € C,q(T, X).

Dann besitzt f die Stammfunktion F': T — X mit F(¢ f f(s

Beweis (vgl. [Hil 88, Satz 4.4, S. 38-39]. Esist F: T — X, F(t) = S(t) — S(r), wobei S mit
einem D eine Vorstammfunktion von f ist, also S2(t) = f(¢) fiir alle t € D gilt. Fiir t € D ist
dann auch F2(t) = S2(t) = f(t). Es bleibt noch zu zeigen, dass F auch in Punkten t € T#\ D
differenzierbar ist mit Ableitung f(t).

Sei also t ein solcher Punkt; da t nicht rechts-zerstreut ist, gilt o(t) = t. Als Regelfunktion ist
fin t stetig. Es gibt also zu € > 0 eine Umgebung U von ¢ mit

(A) ||f(s)— f(t)| <efiiralleseU.

Fiir festes 7 € T ist die Funktion h: T — X mit V s € T h(s) := F(s) — f(¢t)u(s,7) mit D
vordifferenzierbar, wobei V s € D h2(s) = F2(s) — f(t) = f(s) — f(t). Mit (A) folgt:

(B) Vse DNU |h”(s)|| <e. Damit folgt fiir r € U:

||F(t)—F(7”)—f(t)M(t>7“)||( F=0s — F(Omtr)—F Ol II(F(t)—0)—(F(7")—f(t)u(7",t))||

(t,r
(e T=0) I(E(t) — f@)u(t, ) — (F(r) — f() (T‘at)H_Hh() h(r)ll;

letzteres ist nach Satz 103 kleinergleich sup,epnnp [[R2(s)| - (¢, )|, das ist wegen (B) klei-
nergleich e|u(t,r)|. Insgesamt ist, wenn man noch o(t) = t beachtet:

[1E @) = F(r) = fQ)u(o@), )] < elp(a(t), r)]-
Damit besitzt F' im Punkt ¢ die Ableitung f(¢). B
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7 Das Riemann-Integral

Von diesem Kapitel an geht es darum, iiber das reine Cauchy-Integral hinausgehende Integral-
begriffe auf Mafketten zu iibertragen.

Nr. 144 (Satz und Def) Riemann-Integrierbarkeit und Riemann-Integral
in der reellen Analysis

Sei a,b € R mit a < b, sei X Banachraum und f: [a,b] — X.

f ist Riemann-integrierbar

& es existiert ein x € X mit folgender Eigenschaft:

zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0,

so dass fiir alle Zerlegungen Z = (ag,...,a,) mit Ay <

und jede Wahl von Zwischenpunkten &; € [aj_1a;] (j € {1,...,n}) gilt:
o =370 f(&)ulas,aj-1)] < e

Ist f Riemann-integrierbar, so ist x eindeutig bestimmt. Dieses x heifst das
Riemann-Integral von f und wird mit [ f oder f[a b f oder fff(x) dx bezeichnet.

Beweis. Wir fiihren den Beweis in drei Teilen.

(1). Hétte y dieselbe Eigenschaft wie z, so gibt es zu vorgegebenem ¢ ein 41 > 0 und ein
d2 > 0, so dass fiir alle Zerlegungen Z = (ag,...,an) mit Az < 0; und jede Wahl ent-
sprechender Zwischenpunkte &; gilt ||z — 2%, f(§5)u(aj, aj—1)| < §, und aukerdem fiir alle
Zerlegungen Z = (()ao, ..., am) mit Az < 43 und jede Wahl entsprechender Zwischenpunkte
& gilt [ly — 2270 f(&)mlag,a5-1)] < 5

Sei nun 03 := min {d1,d2}. Dann gilt fir alle Zerlegungen Z = (ay, ..., a,) mit Az < d3 und
jede Wahl entsprechender Zwischenpunkte &;, dass

|2 — >0y f(§5)(aj —aj—1)|| < § sowie |ly — >0 f(§)u(aj, ai-1)| < 5.

(2). Nun gilt fiir jedes § > 0, dass es eine Zerlegung Z von [a,b] mit Az < § gibt: zu 0 gibt
es ndmlich eine positive Zahl §*, die kleiner als § ist, und nach dem archimedischen Satz gibt
es ein kleinstes n € N mit n > b(;a, das heifst mit né* > b — a. Dieses kleinste n sei ng. Wihle
nun als Z die Zerlegung mit den Teilungspunkten a, := a + ndé* fiir n € {0,...,n9 — 1}, und
fiige im Fall, dass der letzte dieser Teilungspunkte a,,—1 von b verschieden ist (dann ist er
kleiner als b) noch den Punkt b als letzten Teilungspunkt hinzu. Dann ist Z auf jeden Fall eine

Zerlegung mit der Feinheit Ay < §* < 3.
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(3). Wir kdnnen also auch zu J3 eine Zerlegung Z = (ao,...,a,) mit Az < § wihlen, und
als Zwischenpunkte &; jeweils den linken Grenzpunkt des Intervalls [aj_1,a;] nehmen. Dann
folgt: || — yl| = [l — >0, f(§)(a; —aj—1) = (y = 25 f(§)(a; — aj))l

<l =30 f(&ulag, aj—)ll = [y — 2252 f(€)ulaz, a;-1))ll < e

Da dies fiir jedes positive ¢ gilt, folgt ||z —y| =0, also z = y. R

Uberlegung zur Ubertragung des Riemann-Integrals auf allgemeine MaRketten

Es soll nun die Definition der Riemann-Integrierbarkeit und des Riemann-Integrals auf allge-
meine Mafketten iibertragen werden. Damit die Riemann-Integrierbarkeit sinnvoll ist, muss
gesichert sein, dass in Def 144 genannte Element x € X eindeutig bestimmt ist. Der entschei-
dende Punkt im Beweis der Eindeutigkeit von x war nun aber der zweite Teil, in dem gezeigt
wurde, dass es zu einer belicbigen positiven Zahl § stets eine Zerlequng Z g¢ibt, deren Feinheit
kleiner als diese Zahl ist. Das muss bei allgemeinen Mafketten keineswegs der Fall sein (z. B. ist
in der diskreten Mafkette Z die Feinheit jeder Zerlegung eines Intervalls dieser Mafkette stets
> 1). Daher erscheint es sinnvoll, die Forderung der Eindeutigkeit von x explizit in die Defini-
tion aufzunehmen. Wird diese nicht gefordert, spreche ich von Pra-Riemann-Integrierbarkeit.
Wie sich dann allerdings herausstellen wird (Satz 146), stimmen in dicht geordnete Makketten
beide Begriffe tiberein (es folgt dann also die Eindeutigkeit von x aus der Existenz), wiahrend
auf Makketten, die nicht dicht geordnet sind (abgesehen vom Trivialfall, dass X der Nullraum
ist) tiberhaupt keine Riemann-integrierbaren Funktionen existiert.

Nr. 145 (Def) Pri-Riemann-Integrierbarkeit, Riemann-Integrierbarkeit,
die Menge Zr(T,X) und das Riemann-Integral auf MaRkketten

Sei T Mafkette mit a = maxT < min T = b, & Banachraum und f: T — X.

f ist Prd-Riemann-Integrierbar bzw. Riemann-integrierbar

& es existiert ein bzw. es existiert genau ein x € X mit folgender Eigenschaft:
zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0,

so dass fiir alle Zerlegungen Z = (ag,...,a,) von T mit Az < §

und jede Wahl von Zwischenpunkten &; € [aj—1a;] (j € {1,...,n}) gilt:

le =371 f(&)mlaz, a51)l < e

Im Fall der Riemann-Integrierbarkeit heifst dieses x das
Riemann-Integral von f und wird mit [ f oder fo oder fff(az) dx bezeichnet.

Sei Zi(T, X) die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen f: T — X.
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Nr. 146 (Satz) Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit

Sei T Magkette mit a = maxT < minT = b, X Banachraum und f: T — X.

1. Falls T nicht dicht geordnet ist, so ist

f genau dann Riemann-integrierbar, wenn X der Nullraum ist.

2. Falls T dicht geordnet ist, so ist

f genau dann Riemann-integrierbar, wenn f Pra-Riemann-integrierbar ist.

3. Ist X nicht der Nullraum, so setzt die Riemann-Integrierbarkeit von f voraus,
dass T isomorph zu einem reellen Intervall ist,
dass jeder Punkt von ]a,b] bzw. |a,b| links-dicht bzw. rechts-dicht ist, und
dass die Kornigkeit p* von T ist konstant = 0 ist.

Beweis. Zu (1). Sei T nicht dicht geordnet. Dann folgt aus Def 19, dass in [a, b] mindestens ein
rechts-zerstreuter Punkt ¢ vorkommt. Fiir jede Zerlegung Z = (ag, ..., a,) von T gibt es dann
ein j € {1,...,n} mit aj_1 <t und a; > o(t), und daher gilt Az > p(aj,aj—1) > p(t,o(t)).
Sei nun = € X beliebig, und € > 0 vorgegeben. Wihlen wir dann ein positives § < u(t,o(t)),
so gibt es keine Zerlegungen Z := (ay, . .., a,) mit Az < §. Darum garantiert die Leermengen-
Konvention, dass fiir jede solche Zerlegung Z := (ag,...,a,) (die es gar nicht gibt) und fiir
jede Wahl von Zwischenpunkten &; € [aj_1a;] (j € {1,...,n}) gilt:

lz =325 F(&ulag, a1)l < e.

Da dies fiir jedes beliebige x € X gilt, so ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn es
genau ein x € X gibt. Das gilt genau dann, wenn X der Nullraum ist.

Zu (2). Sei T dicht geordnet. Dass Riemann-integrierbare Funktionen Pri-Riemann-integrierbar
sind, ist klar. Sei umgekehrt die Pré-Riemann-Integrierbarkeit vorausgesetzt. Um die Riemann-
Integrierbarkeit von f zu zeigen, miissen wir wie im Beweis von Satz 144 zeigen, dass aus der
Existenz eines x seine Eindeutigkeit folgt. Dazu konnen wir den dortigen Beweis iibernehmen
mit Ausnahme der Argumentation in Teil (2), dass es zu jedem & > 0 eine Zerlegung Z von T
gibt mit Az < 4. Diese Argumentation ersetzen wir durch die folgende:

Nach Satz 80 gibt es einen Isomorphismus g von T in ein reelles Intervall T'. Zu jedem § > 0
gibt es eine Zerlegung Z' = (by, ..., b,) dieses Intervalls mit Az <, wie im Beweis von Satz
144 gezeigt. Da f surjektiv ist, gibt es fir n € {0,...,n} jeweils ein a,, € T mit f(a,) = by.
Wegen der strengen Isotonie des Isomorphismus f ist ¢ = ag < .-+ < a, = b, das heilst
(ag, .. .,ay) ist eine Zerlegung von T. Per Def des Mafketten-Isomorphismus ist auferdem
plaj,aj—1) = pr(bj,bj—1) < d fur j € {1,...,n}, das heift es ist Az < 4.
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Zu (3). Ist f Riemann-integrierbar, aber X nicht der Nullraum, so zeigt Aussage (1), dass
T dicht geordnet sein muss, also nach Satz 80 isomorph zu einem reellen Intervall. Aus der
dichten Ordnung folgt mit Blick auf Satz 36(1) auch, dass alle ¢ € |a, b] links-dicht und alle
t € [a, b] rechts-dicht sind. Letzteres impliziert o(t) = t fiir alle t € [a, b[, und da trivialerweise
o(b) =0b,gilt Vt € [a,b] o(t) =t, so dass p*(t) = u(o(t),t) =0. B

Ubergang zum Cauchy-Riemann-Integral

Nach Satz 146(3) setzt die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion von einer Makkette T in
einen Banachraum X voraus, dass X der Nullraum ist oder dass es sich bei der zugrunde-
liegenden Mafskette T bis auf Isomorphie um ein reelles Intervall handelt. Es ist daher das
Riemann-Integral fiir allgemeine Mafketten kein besonders interessanter Integralbegriff.

Fiir den Mafkettenkalkiil besser geeignet ist das im folgenden vorgestellte Cauchy-Riemann-
Integral. Dieses wird im Rahmen der kontinuierlichen Analysis von Amann ([Ama 99, Kap.
V1.3, S. 16-24]) fiir banachraumwertige Funktionen eingefiihrt. Dabei wird zunéchst in nahelie-
gender Weise ein Integral fiir |[-Treppenfunktionen definiert. Die dadurch festgelegte Integral-
funktion [ : T(T, X) — A&, die jeder Treppenfunktion ein x € X" als ihr Integral zuordnet,
lafst sich mittels eines Fortsetzungssatzes (Satz 160) zu einer Funktion mit Definitionsbereich
Tj|(T, &) erweitern. Da 7)(T, X') nach Satz 122 gleich der Menge R(T, X') der sprungstetigen
Funktionen von T in X ist, ordnet die erweiterte Integralfunktion dann jeder sprungstetigen
Funktionen f € R(T, X) ein Element € X zu, welches das Cauchy-Riemann-Integral von f

genannt wird.

Die Cauchy-Riemann-integrierbaren Funktionen sind demnach genau die sprungstetigen Funk-
tionen, und es liaft sich zeigen, dass die so definierten Cauchy-Riemann-integrierbaren Funk-
tionen auch Riemann-integrierbar sind und ihr Cauchy-Riemann-Integral mit dem Riemann-
Integral iibereinstimmt (siehe Satz 173).

Die Darstellung von Amann war fiir mich der Ausgangspunkt fiir die im folgenden durchge-
fiihrte Ubertragung dieses Integralbegriffs auf allgemeine Mafketten. Dabei stellt sich heraus,
dass die Konstruktion des Cauchy-Riemann-Integrals mittels |[-Treppenfunktionen nur in dicht
geordneten Mafketten sinnvoll ist; im allgemeinen Fall miissen die ][-Treppenfunktionen durch
die [[-Treppenfunktionen ersetzt werden (sieche unten, Satz 156). Dementsprechend ist dann
auch der Bereich der Cauchy-Riemann-integrierbaren Funktion abzuindern; dieser ist nicht
mehr 7)((T, &) (was nach Satz 122 gleich R(T, &) ist), sondern 7j(T, X') (was nach Satz 123
eine echte Teilmenge von R(T, X) sein kann). Es empfiehlt sich, fiir die Cauchy-Riemann-
integrierbaren Funktionen auf Mafketten eine eigene Bezeichnung einzufiihren, womit das

néchste Kapitel beginnt.
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8 Das Cauchy-Riemann-Integral

8.1 Konstruktion des Cauchy-Riemann-Integrals

Nr. 147 (Def) Cauchy-Riemann-integrierbare Funktion und die Menge Zcg

Sei T Makkette mit maxT < minT und X Banachraum.

Ton(T,X) = T(T,X) = R(T,X) falls T dicht geordnet ist
’ ' Ty(T, x) sonst

wobei (T, X') bzw. T;(T, &) den Abschluss von 7)(T, X) bzw. 7y(T, X') in B(T, X) bezeichnet

Die Elemente von Zog(T, X) nennen wir Cauchy-Riemann-integrierbaren Funktionen oder
kurz CR-integrierbaren Funktionen von der Makkette T in X.

Nr. 148 (Satz) Teilmengenverhiltnis von 7 (T, X) und Zcg(T, &)

Ist T Magkette mit max T < minT und X Banachraum, so gilt 7)|(T, X) C Zcgr(T, X).

Beweis. Nach Satz 119 gilt (T, x') C 7j(T, X), somit folgt die Behauptung aus Def 147. B

Nr. 149 (Satz) Teilmengenverhiltnis von C,4(T, X), Zcr(T,X) und R(T, X)

Sei T MaBkette mit maxT < minT und X Banachraum. Dann gilt:
1. Coq(T, X) CZor(T, X) CR(T, X)
2. Ist T dicht geordnet ist, kann das zweite C sogar durch = ersetzt werden.

3. Ist T nicht dicht geordnet und X nicht der Nullraum,

so ist das zweite Teilmengenverhéltnis echt,

und wenn es einen zugleich rechts- und links-dichten Punkt gibt, auch das erste.

Beweis. Zu (1) und (2). Nach Satz 123(1) gilt C.q(T,X) C 7(T,X) € R(T,X). Ist nun T
nicht dicht geordnet, gilt per Def Zor(T, &) = 7;(T, X') und wir sind fertig.
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Wenn aber T dicht geordnet ist, ist per Def Zog(T, X) = 7)(T, &), und die Behauptung folgt

nun wegen Crd(Tv X) - IZV[[(Ta X) - ﬁ[(Ta X) R(T7 X)
Satz 123

Satz 122

(3) folgt aus den Zusétzen zu Satz 123) wenn man beachtet, dass es in einem dicht geordnetem
T stets einen rechts-dichten Punkt ¢ € [a, b] gibt. B

Nr. 150 (Satz) Zcor(T, X) als Untervektorraum von R(T, X) und B(T, X)

Sei T Magkette mit min T < maxT und X Banachraum.
1. Zegr(T, X) Untervektorraum von R(T, X)

2. (unmittelbares Korollar) Da R(T,X) Untervektorraum von B(T,X) ist (Satz 107)
ist also auch Zor(T, X') Untervektorraum von B(T, X).

Beweis. Nach Satz 149 ist Zogr(T, X') Teilmenge von R(T, X). Dass dann Zogr(T, X) sogar
Untervektorraum von R(T, X)) ist, folgt trivial aus der Linearitdt der Grenzwertbildung. l

Nr. 151 (Satz) Bewahrung der CR-Integrierbarkeit bei
gleichmifliger Konvergenz

Sei T Makkette mit maxT < minT und X Banachraum.

Jede gleichméfig konvergente Folge von Funktionen aus Zogr(T, X)
strebt gegen eine Funktion aus Zcr(T, X).

Beweis. Fiir dicht geordnetes T siehe Satz 112. Sei T nicht dicht geordnet. Wegen Zog(T, X) =
T(T,x) € B(T,X) ist dann Zog(T, X) eine abgeschlossene Menge des Raumes B(T, X).
Jede dort konvergente Folge in Zogr(T,X) (d. h. jede gleichmékig konvergente Folge CR-

integrierbarer Funktionen) konvergiert also gegen ein Element von Zog(T, X'). B

Nr. 152 (Satz) Zcr(T, X) als abgeschlossener Untervektorraum und Banachraum

Sei T Makkette mit minT < maxT und X Banachraum.

Zcr(T, X) ist Banachraum und ein im Raum B(T, X') abgeschlossener Untervektorraum.

Beweis. Nach Satz 150 liegt ein Untervektorraum vor, und als Abschluss einer Teilmenge von
B(T,X) ist Zor(T, X') ein abgeschlossener Unterraum von B(T, X). Da B(T, X') ein Banach-
raum ist, konvergiert jede Cauchyfolge in Zor(T, X') (weil es eine Cauchyfolge in B(T, X) ist)
gegen ein f € B(T,X). Wegen der Abgeschlossenheit von Zog(T, X) liegt aber f wieder in
Zcr(T, X). Somit ist Zogr(T, X) selbst ein Banachraum. W
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Nr. 153 (Def) [[-Zerlegungssumme fiir [[-Treppenfunktionen

Sei T Mafkette mit max T < min T und X Banachraum.
Sei f: T — X eine [[-Treppenfunktion und Z = (ayg, ..., ay) eine [[-Zerlegung fiir f.
Sei f; der konstante Wert von f iiber [aj_1,a;] fiir alle j € {1,...,n}.

Jiz £ = X furlaj,a-1)
Wir bezeichnen f[z[ f als die Zerleqgungssumme tiber der [[-Zerlegung Z fiir f.

Nr. 154 (Def) |[-Zerlegungssumme fiir |[-Treppenfunktionen

Sei T Mafkette mit max T < min T und X Banachraum.

Sei f: T — X eine ][-Treppenfunktion und Z = (ao, ..., a,) eine |[-Zerlegung fiir f, derart
dass laj_1,a;] fir j € {1,...,n} nichtleer ist (dies gilt z. B. fiir dicht geordnetes T).

Sei f; der konstante Wert von f iiber Jaj_1,a;] fiir alle j € {1,...,n}

Sz f = i furag ai-1)
Wir bezeichnen f}Z[ f als die Zerleqgungssumme tiber der |[-Zerlegung Z fiir f.

Nr. 155 (Satz) Verhiiltnis von [[- und |[-Zerlegungssummen

Sei T MafBkette mit maxT < minT und X Banachraum.
Sei f: T — X eine |[ und damit zugleich [[-Treppenfunktion,
und sei Z eine [[- und somit auch eine |[-Zerlegung fiir f.

Dann stimmen entweder die Zerlegungssummen f[Z[ f und f] » f iiberein,
oder der erste Term ist definiert und der andere undefiniert.
Letzteres kann nur vorkommen, wenn T nicht dicht geordnet ist.

Beweis. Im Fall der Definiertheit ist die Ubereinstimmung aus den gleichlautenden Definitionen
ersichtlich. Wihrend f[z[ f fiir jede [[-Zerlegung von f stets definiert ist, ebenso wie f] o f fir
dicht geordnetes T, kann fiir nicht dicht geordnetes T der Fall eintreten, dass fiir eine |[-
Zerlegung Z die Zerlegungssumme nicht definiert ist.

Sei etwa T die Submafkette {0,1,2} von R, und f: {0,1,2} — R. Dann ist f eine |-
Treppenfunktion, und Z = (0, 1,2) sowohl eine |[- als auch eine [[-Zerlegung firr f. Es ist
aber f[Z[ f=0-1+1-1=1, wihrend f]Z[ f nicht definiert ist (da f zwar iiber den offenen
Intervallen ]0,1[,]1,2[ der Zerlegung konstant ist, aber iiber diesen Intervallen keinen Wert
annimmt, da diese leer sind).
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Nr. 156 (Satz) Unabhingigkeit der Zerlegungssumme von der Zerlegung

Sei T Magkette mit maxT < minT, X Banachraum und f: T — X.

1. Ist f eine [[-Treppenfunktion,

so hat die Zerlegungssumme von f iiber jeder [[-Zerlegung Z denselben Wert.

2. Ist f eine |[-Treppenfunktion, und ist T dicht geordnet,

so hat die Zerlegungssumme von f iiber jeder |[-Zerlegung Z denselben Wert.

3. Ist T nicht dicht geordnet,
so kann es Zerlegungen fiir f geben, zu denen keine || Zerlegungssumme definiert ist,

und selbst wenn die Zerlegungssummen zu |[-Zerlegungen Z, Z' fiir f definiert sind,
kann f]Z[f + f]Z,[f gelten.

Bem. (3) ist der Grund, weshalb bei der Konstruktion des Cauchy-Riemann-Integrals fiir
allgemeine Mafketten die |[-Treppenfunktionen unbrauchbar sind.

Beweis. Zu (3). Die erste Beh. wurde im Beweis von Satz 155 gezeigt. Zur zweiten Beh. Sei
T die nicht dicht geordnete Submakkette {0,1,2,3,4,5} von R. Sei f: T — R eine Funktion
mit f(1) = f(2) =1 und f(3) = f(4) = 10. Es sind dann Z = (0,2,5) sowie Z' = (0,3,5)
Zerlegungen fiir f, und es gilt f]Z[f =1-2+10-3 =32, aber jiZ,[f =1-3+10-2=23.

Zu (1) bzw. (2). Da in der Behauptung (2) vorausgesetzt ist, dass T dicht geordnet ist, sind
zu jeder |[-Zerlegung Z = (ao,...,an) von f die Intervalle Jaj_1,a;[ nichtleer, so dass die
|[-Zerlegungssumme fiir der |[-Zerlegung Z fiir f geméf Def 154 existiert. Mit Blick auf diese
Tatsache kann der Beweis von (1) und (2) simultan gefiihrt werden.

Sei also f € 7(T, &) bzw. € Ty(T, X'), und seien Z und Z’ beides |[- bzw. beides [[-Zerlegungen
fiir f. Es ist zu zeigen, dass f[Z[f = f[Z,[f bzw. dass JiZ[f = f]Z,[f. — Wir schreiben im fol-
genden f(Z) f fiir f[Z[ f bzw. f] 71 f und entsprechend mit anderen Integranden.

Fall (i): Z' = (ao,...,ak, T, Qf11,-..,ay) ist eine Verfeinerung von Z, die genau einen Tei-
lungspunkt = mehr besitzt als Z. Dann gilt:

Sy £ =i fimag, a51) = S5 fjmlag, aj1) + frsrplansn, ar) + X5y o fimlag, aj-1),
das ist per Kozyklus-Eigenschaft von u gleich 2?:1 finas, aj—1)+ fer1 (a1, ©)+ frpip(z, ax)
+ 2 kg2 fitlag a51) = [z -

Fall (ii): Z’ ist beliebige Verfeinerung von Z. Dann folgt f(Z’) f= f(Z) f mittels Teil (i) des
Beweises durch triviale vollstdndige Induktion.

Fall (iii): Z' ist eine beliebige Zerlegung von T. Dann sind Z und Z’ Verfeinerungen von Z'\/ Z'
und somit folgt nach Teil (ii) des Beweises f(Z) f= f(Z\/Z’) f= f(Z/) f.-
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Nr. 157 (Def) Cauchy-Riemann-Integral fiir Treppenfunktionen

. Malkkette
Sei T T(TA)"

dicht geordnete Mafkette Mt max T < minT, X Banachraum und f €

Jp f (Integral von f iiber dem Intervall T)
Satz 156(1)
Satz 156(2)

[l

= der geméh gemeinsame Wert aller H—Zerlegungssummen von f.

Bem. Ist T dicht geordnet und f € 7j(T, X'), so ist zugleich f € 7j;(T, X), so dass sowohl die obere
wie auch die untere Lesart obiger Definition angewendet werden kann.

Es ergibt sich jedoch kein Widerspruch, da wegen Satz 155 dann der Wert der |[- mit dem Wert der
[-Zerlegungssummen {ibereinstimmt.

Nr. 158 (Def) beschrinkte lineare Operatoren und der Raum L(X,))

Seien X und Y K-Banachriume und f: X — Y.

f ist ein beschrdankter linearer Operator von X in cY
& fist linear und 3 o > 0 || f(z)]] < afz|].

L(X,Y) := Menge der beschrinkten linearen Operatoren von X in ).

Ausgestattet mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation sowie der Operatornorm

| H,c x,y) .
mit V f € L(X,Y) [fllgxy) = inf{a =0 [|f(z)] < oz}
ist £(X,Y) ein K-Banachraum.

Beweis. Siehe [Ama 99, Theorem 1.1, S. 120-121].

Nr. 159 (Satz) [; als beschriinkter linearer Operator

Sei T Mabkette mit a = maxT < minT = b,
sei X vom Nullraum verschiedener Banachraum.

Ist T m.cﬁcgfci‘zogrg;?net, sei [ die Funktion von [E ’ g inX mitV f E fT = I f
Jp ist Element von f:g%ii;g: und fiir die Operatornorm von [y gilt || fT | < (b, a).

Beweis (vgl. [Ama 99, Lemma 3.2., S. 18]). Trivialerweise gilt fiir H—Treppenfunktionen 59
und A € K, dass [(f+g) = [ f+ [gsowie [Af =X [ [, das heiRt [} ist linear.

Sei nun f € “g g sei Z = (ag,...,a,) eine H—Zerlegung fiir f und fiir i € {1,...,n} sei f;
der konstante Wert von f auf ][3171731{ Dann gilt:
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1 p £l = 112250 firla e < 3250 I filllie(as, ai1)l
<max (55 3 € {1, on}} S0l an)| < sup (@) @ € TS0 plaiyain)
das ist per Kozyklus-Eigenschaft = sup {||f(x)| : = € T}u(b, a),

wobei der erste Faktor gleich der Supremumsnorm |[|f|| von f ist: diese ist die Norm von

B(T, X) und somit auch des Unterraums %Egg von B(T, X).

. . . T(T,X) .
Also ist fT beschriankter linearer Operator von T(T.X) in X.

Aus || [7 fIl < p(b,a)|| f]| folgt per Def der Operatornorm sofort || [1 || < p(b,a). B

Fiir die Definition des CR-Integrals ist der folgende Satz aus der Funktionalanalysis wesentlich:

Nr. 160 (Satz) Fortsetzung beschrinkter linearer Operatoren

X und Y seien normierte K-Vektorrdume, wobei Y nicht der Nullraum ist.
Sei D vom Nullraum verschiedener normierter Untervektorraum von X, der dicht in X ist.
Dann gibt es zu jedem f € L(D,)) genau eine Fortsetzung f € L(X,)) und es gilt:

Vxoe X fwo) = Jim f(x) sowie || fllzxy) = £l 2py)-

Beweis. Siehe [Ama 99, Theorem 2.6, S. 14f]. W

Nr. 161 (Def) Cauchy-Riemann-Integral

. dicht geordnete : :
Sei T nicht dicht geordnete Makkette mit maxT < min T und

sei X vom Nullraum verschiedener Banachraum.
D . T(T,X) .
ann ist (1) vom Nullraum verschiedener Unterraum von Zog(T, X),
der nach Def 147 dicht in Zor(T, X) ist. Aukerdem gilt nach Satz 159 [} € EE

Daher folgt aus dem Fortsetzungssatz fiir beschrinkte lineare Operatoren,
dass es genau eine Fortsetzung [ von [ auf die Menge L£(Zcr(T, X), X) gibt.

)
2

i
T (T,X),X) °

Fiir CR-integrierbares f: T — & heifit
Jp [ = Jp(f) das Cauchy-Riemann-Integral (kurz CR-Integral) von f,

und nach dem genannten Fortsetzungssatz gilt:
Jp [ =limy,_.c [ fn, wann immer (f,,) eine Folge von H—Treppenfunktionen ist,

die beziiglich der Norm des Unterraums %gg von B(T, X)

(das heikt beziiglich der Supremumsnorm, das heift gleichméfig) gegen f konvergiert.

Fiir [ f kénnen wir auch [ f schreiben, da T als Definitionsbereich von f
aus f zuriickgewonnen werden kann. Auferdem ist die Schreibweise [ f(x)dz iiblich.
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Nr. 162 (Def) Cauchy-Riemann-Integral tiber einem Teilintervall

Sei T Mafkette und a,b € T mit a < b und I := [a, b].
Sei & vom Nullraum verschiedener Banachraum.
Sei f: T — X, derart dass fiir die Einschrankung f|I gilt f|I € Zer(I, X).

Dann sei [; g := [3(g]])

Nr. 163 (Satz und Def) Cauchy-Riemann-Integral zwischen beliebigen Grenzen

Sei T Makkette, sei r,s € T und I := Eﬂ falls ;éi

Sei X vom Nullraum verschiedener Banachraum.
Sei f: T — X, und im Fall s # r sei (f|I) € Zer(I, X).

1. Im Fall r < s sei [7f:= [’ f(x)de:= [;f
2. ImFallr > ssei [7f:=[°f(a)dw:=— [, f
3. ImFallr =ssei [7f:= [ f(z)dz:= 0

Es gilt stets [*f=— [ f.

Beweis. trivial. B
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8.2 Eigenschaften des Cauchy-Riemann-Integrals

Nr. 164 (Satz) Additivitit beziiglich Integrationsbereich fiir CR-Integrale
Seien T Mafkette, a,b,c € T, X Banachraum, f € Zogr(T, X).
1. (Additionsregel) [f= f:f—i—fbcf

2. (Subtraktionsregel) [T f — fab f=r

Beweis. Wir teilen den Beweis in vier Teile auf.

(1). Sei zunéchst a < b < ¢. Da f € Zor(T, X), gibt es eine Folge (f,,) eine Folge von auf T defi-
nierten (|[- bzw. [[-Treppenabbildungen, die gleichméfig gegen f konvergiert. Fiir o, 5 € T mit
a < 3 konvergieren dann die Treppenfunktionen f,|[a, 3] gleichméafkig gegen f|[c, 5], insbeson-
dere fp|[a,b] gegen fl|la,b] und f,|[b, ] gegen f|[b, c]. Nun ergibt sich aus der Def des Integrals
fiir Treppenfunktionen sofort f; fn= ff fn+ fbc fn, und durch Grenziibergang n — oo folgt

r=10r+ ks

(2). Sei nun a < b < ¢. Da die Behauptung trivialerweise in den Fillena =b < cunda < b =c¢
sowie a = b = c gilt, folgt mit (1), dass sie fiir a < b < ¢ gilt.

(3). Es verbleiben die fiinf Félle
a<c<b b<a<ec b<c<a, c<a<b c<b<a. Aus (2) folgt nun

Im 1. Fall fffzfjf%—fff, also ff = fff—fcbf:f;f—i-fbcf,
Im 2. Fall [{f=["f+[°f, also = - Jrr=Lr e,
Im 3. Fall fbaf:fbcf—i-fcaf, also f = fbcf—fbafo:f—l-fbcf,
Im 4. Fall [*f=[“f+ [°f, also F= r=r=0r+fr,
Im 5. Fall [“f=["f+[*f, also Fo==lf= =0+t

(4). Die Subtraktionsregel folgt aus der Additionsregel durch Subtraktion von ff f.n

a

SRERSRs
e
||
b

| |
h

a

3
| |
%

c

Nr. 165 (Satz) Linearitidt des CR-Integrals

Sei T MafBkette, maxT < minT, X vom Nullraum verschiedener Banachraum,
f,9 € Zcr(T, X) und X € K.

Dann ist auch f + g, \f € Tcr(T,X) und [ f + [r 9= [o(f + g) sowie [[Af =X [, f

Beweis. Die CR-Integrierbarkeit von f+ g und Af folgt daraus, dass Zogr(T, X)) ein Untervek-
torraum von B(T, X) ist (Satz 150), und die angegebenen Formeln folgen aus der Linearitét
des beschrinkten linearen Operators fT. |
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Nr. 166 (Satz) CR-Integral komplexer und mehrdimensionaler Funktionen

Sei T nichtleere Mafkette, r,s € T, n € N®, f: T — C und g : T — K",
Fiiri € {1,...,n} bezeichne g; die i-te Komponentenfunktion von g. Dann gilt:

L[ f=[(Ref)+i[(Im])
2. fg:(fgb---,fgn)

Beweis. Wir miissen jeweils zeigen, das die linke Seite genau dann definiert ist, wenn die rechte
definiert ist, und dass im Fall der Definiertheit beide Seiten gleich sind. Die linke Seite ist nun
genau dann definiert, wenn f bzw. g Cauchy-Riemann-integrierbar ist; die rechte genau dann,
wenn Re f und Re g bzw. alle Komponentenfunktionen g; vom g Cauchy-Riemann-integrierbar
sind. Es ist also zunéchst zu zeigen:

(A) fist CR-integrierbar < Re f und Im f sind CR-integrierbar
(B) g ist CR-integrierbar < alle g; sind CR-integrierbar

Beide Aussagen folgen im Fall, dass T dicht geordnet ist, also Zogr(T, X) = R(T, X) gilt, sofort
aus Satz 121. Sei also T nicht dicht geordnet und somit Zogr(T, ) = 7 (T, X). Dann ist f
[bzw. g] genau dann CR-integrierbar, wenn es eine Folge (f;) von [[-Treppenfunktionen von T
in C [bzw. in K"| gibt, die gleichméfig gegen f |[bzw. g| konvergiert. Das ist genau dann der
Fall, wenn es Folgen von [[-Treppenfunktionen gibt, die gegen Re f und Im f [bzw. gegen g;
fiir i € {1,...,n}] konvergieren: dies folgt aus der triviale Tatsache, dass ein ¢t: T — C [bzw.
— K"] genau dann eine [[-Treppenfunktion ist, wenn dies auch fiir Ret und Im¢ [bzw. fiir je-
des t;] gilt, und weil Grenzwerte komplexer bzw. mehrdimensionaler Folgen komponentenweise
gebildet werden. Somit gelten (A) und (B). Wir kénnen also im weiteren annehmen, dass alle
Terme definiert sind.

Seien nun (zy) und (yx) gegen f bzw. g gleichméRig konvergente Folgen von ][-Treppenabbil-
dungen (falls T dicht geordnet ist) oder [[-Treppenabbildungen (sonst).

Mit Def 157 sieht man sofort, dass die behaupteten Gleichungen gelten, wenn man statt f ein
xy |bzw. statt g ein yi| einsetzt. Infolgedessen gilt

(C) limg oo Re([ zg) = limy_0o [(Rex) bzw.
(D) wenn yi die erste Komponente von yx bezeichnet: (limg—c0 Yx)1 = limg—00 Yi-

Also folgt per Def des CR-Integrals, weil Bildung des Realteils und Limesbildung [bzw. der erste
Komponente und der Limesbildung| vertauschbar sind und weil die gleichméfige Konvergenz
von (x) gegen f [bzw. (yi) gegen g| trivialerweise die gleichméakige Konvergenz von (Re xy)
gegen Re f [bzw. von (y}) gegen g1] nach sich zieht:

Re([ f) = Re(limy oo [ ) = limy_oo Re( [ z) (E) limy . [(Rexy) = [Re f.

Genauso folgt Im( [ f) = [(Im f), also insgesamt [ f = [(Re f) + i [(Im f)
[bzw. genauso folgt V j € {2,...,n} ([ g9); = [ g;, also insgesamt [g= ([g1,..., [ gn)]- B
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Nr. 167 (Satz) Integration von Funktionenfolge und -Reihen

Sei T MaBkette, maxT < minT, X vom Nullraum verschiedener Banachraum.
Sei (fy) eine Folge CR-integrierbarer Funktionen f,: T — X.

1. Konvergiert (f,) gleichmékig gegen f, so ist [;lim f,, = [ f = lim [} fn.

2. Konvergiert (3, fi)nezzp gleichmagig, so ist [ 322 f =372 [+ f

Beweis. Beschriankte lineare Operatoren sind stetig (vgl. [Ama 99, Theorem 2.5, S. 14]), also
ist [1 stetig und daraus folgt (1). Mit (1) folgt weiter [, >°5°  f = limy, o0 [ D21, fi, das ist
per Linearitit des Operators [} gleich limy, o D i [ fi = 2252, [ fi- Somit gilt (2). B

Nr. 168 (Satz) Integralungleichung fiir Cauchy-Riemann-Integrale

Sei T MabBkette, maxT < minT, sei X vom Nullraum verschiedener Banachraum.
Sei f € Zor(T, X) und stehe || f|| fiir die Supremumsnorm von f.

Dann ist ||| € Zer(T, X) und fiir a,b € T mit a < b gilt || [* | < [P f]l < u(b, a)]|f]-
Korollar: Fiir beliebige a,b € T gilt || [ f|| < |u(b, a)[|| f]-

Beweis des Satzes nach [Ama 99, Satz 4.3., S. 26]. Sei T dicht geordnet bzw. nicht dicht
geordnet. Es gibt dann eine Folge (f,,) von (][ bzw. [[)-Treppenfunktionen, die gleichmikig
gegen f konvergiert. Fiir ¢t € T folgt aus der allgemeinen Dreiecksungleichung:

@I = I ON < ) = FON < suprer [fa(t) = ()] = [[fa = fll, und da die rechte
Seite fiir n — oo gegen 0 geht, ist (|| f»||) Folge von (][ bzw. [[)-Treppenfunktionen, die gleich-
mékig gegen | f|| konvergiert. Also ist || f|| € Zor(T, X).

Zu jedem n € N sei nun Z, = (Zng,--.,Tn,,,,) eine (][ bzw. [[)-Zerlegung fiir f,, so dass
fn auf den offenen bzw. rechtshalboffenen Teilintervallen der Zerlegung konstant ist, und fiir
je{l,...,m(n)} sei &, der konstante Wert von f iiber |z, Zn;_,[ bzw. [Tn;, Tn,_, [

Dann gilt || f; full = | S5 &nyuln, o 2n)ll < ST e | p(n, y2n,) = [ 1oll- Num
gilt fiir Banachrdume £, F und A € L(&,F) stets ||Az| < [|A||||z|| [Ama 99, Folgerung 2.4,
S. 12], in unserem Fall also ff | fnll < ff Il fn|l, und nach Satz 159 ist letzteres < (b, a)|| fr]|-
Insgesamt gilt || fab fall < f; || full < u(b, @) frll, und durch Grenziibergang n — oo folgt unter
Beachtung von Satz 167(1) und der Stetigkeit der Normen: || fab flIh < fab Il < u(b,a)| f]-

Beweis des Korollars. Dieses folgt im Fall b > a aus dem Satz, weil per Isotonie von p gilt
(b,a) > 0, also (b, a)] = p(b,a).

b a
Im Fall a > b folgt also || [, fll = II [, fII < |u(a, bl fll = (b, a)[[I £
Im Fall b = a sind schlieflich unter Beachtung von u(a,a) = 0 beide Seiten = 0. B
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Nr. 169 (Def) Cauchy-Riemann-Integralfunktion mit variabler oberer Grenze

Sei T Mafkette, maxT < minT, sei & vom Nullraum verschiedener Banachraum, und
sei f € ZIor(T, X).

Dann sei F,, die Funktion Fo: T — X mit V z € T F(z) := [ f, genannt
»zu f gehorige CR-Integralfunktion mit unterer Grenze o und variabler oberer Grenze*

Diese Funktion bezeichnen wir also mit dem f entsprechenden Grokbuchstaben F',
versehen mit dem Index a (der wkM wegtfillt).

Nr. 170 (Satz) Lipschitz-Stetigkeit der vorgenannten Integralfunktion

Sind die Voraussetzungen wie in Def 169,
so ist Fy, Lipschitz-stetig mit L-Konstante || f||.

Beweis. Fiir z,y € Tist F(z) — F(y) = [ f — [Y f, das ist nach Satz 164(2) gleich fyx f. Es
folgt also per Integralungleichung (Satz 168), dass ||F(z) — F(y)| = || fyme <z, )| f1],
wobei p(z,y) der Abstand von z und y im metrischen Raum der Mafkette ist (Satz 73). B

Nr. 171 (Satz) F, als Stammfunktion von f € C,4(T, X)

Sind die Voraussetzungen wie in Def 169, und gilt zusétzlich f € C.q(T, X),
so ist Fy, eine Stammfunktion von f.

Beweis. Zu zeigen ist, dass F' in jedem Punkt ¢ € T die Ableitung f(¢) besitzt. Sei ¢ > 0
vorgegeben. Da die identische Funktion idp eine Treppenfunktion ist, folgt fiir ¢,d € T mit
¢ < d aus der Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen, dass fcd idr(z)dz = p(d,c).
Wegen Satz 66(2)-(3) und Def 163 gilt das auch fiir ¢ = d und ¢ > d, also allgemein fiir

¢,d € T. Insbesondere gilt also fiir beliebiges s € T, dass f:(t) idp(x) dz = p(o(t), s), also per
Linearitat (Satz 165):

(A) 7D f)de = [7D f(1)idp(x) dz = f(t) [T idp(z) dz = FE)u(a(t),s).

Per Def von F, (Def 169) und der Subtraktionsregel (Satz 164) gilt aukerdem:
(B) F(o(t)) = F(s) = 7V f(e)dz — [} f(x)dx = []") f(x) de

Aus (A) und (B) folgt per Linearitét:
(C) F(o(t) = F(s) = f(B)ulo(t),s) = [T (f(z) - f(1)) da

Wir unterscheiden nun zwei Fille.
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’ t ist rechts-dicht oder maximal‘ Dann ist o(t) = t. Da f rd-stetig ist, ist f im Punkt ¢ stetig
(vgl. Def 108), also gibt es zu e > 0ein U € U(t) mit Vs € U || f(s) — f(t)|| <e.

Fiir alle diese Punkte s gilt dann, wenn f* die Einschrankung von f auf die Menge der zwischen
s und ¢ liegenden Punkte einschlieflich dieser Punkte bezeichnet:

IF(a(0) = Fs) = fOmlo @)l 5 177 f@) = f@) dall = 11 1) = f(0)de]
=@ = g de] <o), = fOl gvam( a(t). 5)le.

Damit ist nachgevvlesen dass f(t) eine Ableitung von F' im Punkt ¢ ist.

’t ist rechts—zerstreut‘ In diesem Fall ist folgt wegen der (aus Satz 170 folgenden) Stetigkeit

von F im Punkt t mittels Satz 89, dass F im Punkt ¢ die Ableitung F2(t) = %@F@
besitzt,

. Flo)—F@t) [ @ de—[! f@)de 7Y f(2)da
wobel TEEG T perie 0 sat 160 BO
147 ist fa(t t)dr = Zerlegungssumme der [[-Zerlegung (t,o(t)) fiir f|[t,o(t)]
= f(t)u(o(t), t) f(t)u * (t). Insgesamt ist daher

W) f(z)da *
FA(t) = J; “f((t)) = lei)({)(t) = f(t). ®

gilt, und mit Blick auf Def

Nr. 172 (Satz) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
fiir Cauchy-Riemann-Integrale

Sei T MabBkette, maxT < minT und X vom Nullraum verschiedener Banachraum.

1. Jedes f € Cpq(T, X) besitzt eine Stammfunktion (was zwar schon aus Satz 143 bekannt
ist, ab dieser Stelle aber unabhéingig davon bewiesen werden kann)

2. Ist F irgendeine Stammfunktion von f € C.q(T,X), so ist
{§:8:T—X ANIceX S=F+c} die Menge M aller Stammfunktionen von f.

3. Fiir Stammfunktionen F von f € Crq(T, X) und s,t € T gilt fst f(z)dx = F(t)— F(s)

Beweis. Zu (1). Nach Satz 171 ist die Funktion F: T — X mit F(z) := [ f (wobei o ein
fest gewihltes Element von T ist) eine Stammfunktion von f.

Zu (2). Sei F eine Stammfunktion von f. Sei nun G eine weitere oder dieselbe Stammfunktion.
Dann gilt fiir alle z € T%, dass G®(z) = F~(z), und daher (G — F)?(z) = 0. Nach Satz 104
folgt, das G — F konstant ist, also V x € T G(z) — F(z) = ¢ mit einem ¢ € X gilt, somit ist
G(x) =c+ F(z), kurz G = F + ¢, also G € M. — Ist umgekehrt G € M vorausgesetzt, so
G(z) = F(x) + c fur alle z € T. Daher die konstant auf ¢ abbildende Funktion iiberall die
Ableitung 0 hat, folgt per Linearitiit der Ableitung fiir alle z € T*: G2 (z) = F2(z) = f(x).

Zu (3). Da die Funktion, die t auf fst f abbildet, Stammfunktion von F ist (Satz 171) folgt aus

(2),dass Ve e X F(z) = c+ [ f. Weiter folgt ¢ = ¢+ [ f = F(s), also geht F(z) = c+ [ f
iiber in F(z) = F(s)+ [ f, und die Behauptung folgt per Subtraktion von F( ) [ |
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8.3 Vergleich des Cauchy-Riemann— mit dem Riemann— und
dem Cauchy-Integral

Nr. 173 (Satz) Vergleich des Cauchy-Riemann-Integrals
mit dem Riemann-Integral

Sei T dicht geordnete Mafkkette mit a = min T < maxT = b.
Sei X vom Nullraum verschiedener Banachraum.

Wegen der dichten Ordnung ist dann nach Satz 149(2) der Bereich Zcr(T, X)
der Cauchy-Riemann-integrierbaren Funktionen von T in X gleich R(T, X).

Wir behaupten nun: dieser Bereich ist Teilmenge des Bereichs Zr(T,X) der Riemann-
integrierbaren Funktionen von T in X, und fiir jedes f € Zogr(T,X) stimmt das Cauchy-
Riemann-Integral f; f(x)dx von f in den Grenzen von a bis b mit dem (genauso bezeichne-
ten) Riemann-Integral von f in den Grenzen von a bis b tiberein.

Beweis (vgl. [Ama 99, Theorem 3.4, S. 19-21].

Sei f € Zor(T, X) (= R(T, X)). Nach dem Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit (Satz 146)
sind wir fertig, wenn wir die Prid-Riemann-Integrierbarkeit von f zeigen, wobei wir fiir das
Element x € X das Cauchy-Riemann-Integral fab f(z)dz einsetzen. Zu zeigen ist demnach,
dass es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jede |[-Zerlegung Z := (ao,...,a,) der
Feinheit Az < § und jede Wahl von Zwischenpunkten &; € [aj—1,a — j[ (j € {1,...,n}) gilt:

Iy fa)da = S0y £(&) plag, a;-1)]| < e

Spezialfall | f sei eine |[-Treppenfunktion von T in X. Sei € > 0 vorgegeben.

Zu f gibt es eine |[-Zerlegung Z = (dy, . .., an) fiir f. Wir setzen:

e; = der konstante Wert von f|la;_1, d;[, aukerdem:

§:= g5l £l

Sei nun Z = (ag, . ..,a,) eine beliebige Zerlegung von T mit Ay < §

und zu jedem j € {1,...,n} sei & ein Zwischenpunkt mit a;—1 <§; < a;.

Sei (bo, - .. by,) die grobste gemeinsame Verfeinerung Z\/ Z’' von Z und Z’ (vgl. Def 117).
Fiir jedes k € {1,...,m} gibt es genau einen Index j € {1,...n} mit [by_1,bx] C [aj—1,a;].
Genauso gibt es genau einen Index ¢ mit [bg_1,bx] C [a;"1, d;]. Wir definieren nun:

ey = der konstante Wert von f|]by_1,bx[, das ist der konstante Wert von fl|]a;_1, d;[, wobei
i derjenige Index ist mit [bg_1,bx] C [a;1, di]

ey’ == f(&;), wobei j derjenige Index ist mit [br—1,bx] C [aj—1,a;].
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Es gilt [0 f(x)dz — 30, £(&) plag,a;1)
= S0 F(&) ldj, air) — S0y f(&) ulag, aj—1)
=200 e b — br—1) — 25 e by — br—1) = D071 (e — e )by, — br—1)

Nun kann ej, nur dann von e;* verschieden sein kann, wenn & die folgende Eigenschaft hat:
ist j der Index mit [by—1,bx] C [aj—1, a;]
und 7 der Index mit [by_1,bx] C [a;Z1,d;], so liegt &; auferhalb von Ja;_1, d;[.

Fiir jedes i € {1,...,n} liegen nun innerhalb des Intervalls [a;_1, d;] hochstens zwei der In-
tervalle [by_1,bg] von Z\/ Z', fiir welche k diese Eigenschaft hat: ndmlich das Intervall von
Z\/ Z' mit unterer Grenze a;_1, und dasjenige mit oberer Grenze d;. — Daher haben héch-
stens 27 Indizes k diese Eigenschaft, und daher sind héchstens 27 Summanden der Summe
> (e — ex* )b — br—1) von Null verschieden.

Fiir jeden dieser nicht verschwindenden Summanden gilt:

ek = e ) pln; be—1) | < llef = ex" (o, be—1) | < (]l + lleg" DAz < 21 f1|6

so dass die gesamte Summe < 272 f||0 = ¢ ist.

’allgemeiner Fall‘ Sei nun f € R(T,X'). Wegen Satz 122 gibt es eine Folge von ][-Treppenab-
bildungen von T in X, die gleichmifig gegen f konvergiert. Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann
gibt es wegen der erwihnten Konvergenz eine zu der Folge gehorige ][-Treppenfunktion ¢ mit

(A) ||f—gll < ﬁ. Daraus folgt mit der Integralungleichung (Satz 168):

b
B) Il [ f(@) —g(z)da|| < pba)|lf —gll < 3
Nach dem schon behandelten Spezialfall gibt es nun ein 6 > 0, so dass fiir jede Zerle-
gung Z = (ag,...,a,) von T und jede Wahl von Zwischenpunkten &; mit aj—1 < & < aj
(7 €{1,...,n}) gilt:
) | ffg(x) dz — >0 9(&5) mlag,aj—1)|| < §. Trivialerweise gilt aukerdem:
1201 (0&) — F€)) mlagsas) | < Sy a(&5) — F(&)ilazaz)l
= 5 (l9(&) — FEDlInlag, a;-1) < S0 (I1F = glluag,a;1))
= |lf =gl 325=1 nlaj, aj—1) = || f — gllu(b, a), und wegen (A) ist dies < §.

Zusammenfassend gilt also
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(D) 112251 (9(&5) = f(&)) mlag, a;-1)] < 3
Mit (B), (C), und (D) und Satz 165 folgt schlieflich: || fff(x) do — 370 f(&) mlag, aj—1)|
= |l [, f(@) = glw)da + [, glw) dw = 27, 9(&5) plags aj1) + 351 (9(&) = F(&)) mlag, aj—)]

<1 [ f(x) — glx) da]| + || [ g(a) da — S0 9(&5) (ag, aj—n)]
+ ”Z]:l( ( ) f(gj)) (ajaa] Dl <3% =c.

Nr. 174 (Satz) Vergleich des Cauchy-Riemann-Integrals mit dem Cauchy-
Integral

Sei T MabBkette mit a = minT < maxT = b,
sei X vom Nullraum verschiedener Banachraum und f € Zcr(T, X).
(so dass nach Satz 149(1) auch f € R(T, X), also das Cauchy-Integral von f existiert).

Dann stimmt das C’auchy R1ema1m Integra] von f mit dem Cauchy-Integral von f iiberein,
das heift es gilt f f(z)de = f f(z

Bem. Im Fall, dass R(T, X') echte Obermenge von Zog(T, X) ist (vgl. Satz 149(3)), verbleibt
dennoch ein Unterschied zwischen dem Cauchy-Riemann-Integral und des Cauchy-Integral:
es gibt Funktionen, die ein Cauchy-Integral, aber kein Cauchy-Riemann-Integral besitzen.

. . . i . T,X
Beweis. Sei f € Zogr(T, X) und sei f nicﬁicggciioggiﬁnet. Dann ist f € ET X; Per Definition der
Il

letztgenannten Menge gibt es dann einen Folge (f;) von H—Treppenfunktlonen, die gleichmifhig

gegen f konvergiert. Wegen Satz igg folgt die Behauptung fiir alle f;, d. h. es gilt

ffz dx—f fz

) b _ _ b
Dann folgt [ f(x)dx Def_161 Z_,oof fi(z)dx (—) hmz_,oof fi(z T [ f(@)Az. B

Schlussbemerkung zum Cauchy- und Cauchy-Riemann-Integral

Nach dem letzten Satz stimmt das Cauchy-Riemann-Integral, wann immer es existiert, mit
dem Cauchy-Integral iiberein, und im Beweis dieses Satzes wurden die vorhergehenden Séitze
nicht bendétigt. Man kénnte deshalb diesen Satz vor Satz 165 einfiigen und dann die Sitze
165 bis 168 sowie den Hauptsatz (Satz 172) sofort aus den entsprechenden Eigenschaften des
Cauchy-Integrals ablesen.

Im Gegensatz zu dieser Vorgehensweise wurde hier aber Wert darauf gelegt, die Theorie des
Cauchy-Riemann-Integrals ganz unabhéngig von der des Cauchy-Integrals darzulegen. So er-
Offnet sich die Moglichkeit, das Cauchy-Integral, dessen Einfiihrung ja relativ kompliziert ist,
ganz durch das Cauchy-Riemann-Integral zu ersetzen.
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9 MalBtheoretische Integration

Das letzte Ziel dieser Arbeit ist es, fiir Makketten ein spezielles mafstheoretisches Integral
(,Lebesgue-Integral®) einzufiihren. Dies geschieht im néchsten Kapitel. Im vorliegenden Kapi-
tel werden einige allgemeinen Grundlagen maftheoretischer Integration rekapituliert.

9.1 o-Algebren, Messraume, Ringe und Halbringe

Nr. 175 (Def) o-Algebra und Messraum
Sei X eine Menge und A C PB(X).

(X,2) ist ein Messraum < 2 ist eine o-Algebra iiber der Grundmenge X &
1. (Komplement-Stabilitit) Fiir A € 2 ist auch CA € 2

2. (Vereinigungsaxiom ) Fiir jede abzéhlbare Familie (A;);; in A ist (J;c; Ai € A

Nr. 176 (Satz) Leermengen—, Grundmengen— und Schnittaxiom fiir o-Algebren

Die folgenden Sédtze werden manchmal ebenfalls zu den Axiomen gezéhlt.
Da fiir I im Vereinigungsaxiom auch () zugelassen ist und |J0 = 0 gilt, folgt zunéchst

3. (Leermengenaxiom) DeA
Wegen 0)) = X folgt dann per Komplement-Stabilitét

4. (Grundmengenaxiom) Xe

Wegen (;c; = CU,c; CA; folgt mit Blick auf die Komplement-Stabilitét:

5. (Schnittmengenaxiom)  Fiir jede abzdhlbare Familie (A;);c; in A ist ();,c; Ai € 2

Nr. 177 (Satz) Charakterisierung fiir o-Algebren

2 ist o-Algebra iiber X < es gilt das Grundmengenaxiom, die Komplement-Stabilitéit sowie
das wie folgt modifizierte Vereinigungsaxiom:
fiir jede Familie (A;);cy von Elementen von 2 ist | J;72) A; € 2.
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Beweis. = ist klar. Zu < ist das Vereinigungsaxiom zu verifizieren, wonach (J;c; A; € 2 ist,
wann V ¢ € I A; € A und I abzahlbar (also abzihlbar unendlich oder endlich) ist. Nach
dem modifizierten Vereinigungsaxiom gilt dies fiir abzdihlbares I, zu zeigen bleibt es nur fiir
endliches I, wobei wir per Umindizierung annahmen kénnen, dass I = {1,...n} mit n € N. Per
Grundmengenaxiom und Komplement-Stabilitét ist () € 2. Wenn wir also fiir i € N\{1,...,n}
festlegen: A; := (), liefert das modifizierte Vereinigungsaxiom die Behauptung. B

Nr. 178 (Satz) Weitere Eigenschaften von o-Algebren

1. Fiir o-Algebren 2 iiber X giltV A, Be A AUB,ANB,A\ B e 2.
2. Sei A Aussage, also Formel ohne freie Variable. Dann ist stets {x € X : A} €2

3. Seien A(x), B(x) Formeln, die als freie Variable hiéchstens x enthalten,
sodass {r € X : A(z)} und {x € X : B(x)} € A. Sei c € {\,V,=, <}
Dann sind auch {x € X : = A(z)} sowie {x € X : A(z) ¢ B(z)} Elemente von 2.

Beweis. Zu (1). Die Aussage {iber Vereinigung und Schnitt folgt trivial aus dem Schnittmengen-
und Vereinigungsaxiom. Weiter folgt A\ B € A wegen A\ B = ANCB.

Zu (2). Wenn A wahr ist, ist {z € X : A} = X, sonst ist {z € X : A} = (), nach dem
Leermengen- und Grundmengenaxiom (Satz 176) ist also in jedem Fall € 2.

Zu (3). Esist {r € X : mA(z)} = X \ {z : A(x)}, aukerdem {x € X : A(z) vV B(z)} =
{reX :Alx)} U {reX :B(x)} sowie {reX : A(x) N B(x)} = {xe X : A(z)} N
{z € X : B(z)}. Diese drei Mengen sind also nach (1) Elemente von . Dann folgen auch die
Behauptungen fiir den Fall, dass ¢ einer der Junktoren = oder < ist, denn A(x) = B(x) ist
aquivalent zu —A(z) V B(x), und A(x) < B(z) zu A(x) = B(z) AN B(z) = A(z). R

Nr. 179 (Satz und Def) Spuren von o-Algebren; Unter- und Ober-Messraum

Ist X = (X,2) Messraum und 7' C X,
so ist auch 7 := (T, Ap) mit Ap :=AMT ={ANT : A€ A} Messraum.

Es heifst A7 die Spur-o-Algebra von A iiber T,
T heikt der Untermessraum von X mit Trager T, und X ein Obermessraum von 7.

Beweis gemdft Satz 177. Zum Grundmengenaxiom. I'=XNT e AmT.

Zur Komplement-Stabilitdt. Sei A NT mit A € A ein Element von A M T. Zu zeigen ist
Cr(ANT) e AAT. Nun ist Cr(ANT) =T\ (ANT)=T\A=Tn(X\A) =TnCxA.
Letzteres ist wegen Cx A € 2 Element von A @M 7T
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Zum Vereinigungsaxiom. Sei (A, NT'), cy Familie von Elementen von 2 M T', wobei (4;,)
Familie von Elementen von 2 ist. Dann ist ;- (A, NT) = (U An) NT e ANT. B

neN

Nr. 180 (Satz) Ubertragung einer o-Algebra durch eine Funktion

Ist A o-Algebra iiber X und f: X — Y,
s0B:={BCY : f}[B] €} o-Algebra iiber Y.

Beweis. Zum Grundmengenaxiom. Es ist Y € B, denn f~![Y] = X € 2.

Zur Komplement-Stabilitit. Sei A € B, also f~1[A] € A. Dann ist f~1[Cy 4] = f7[Y \ 4] =
FHYIN\ F7HA] = X\ fYA] € 2. Also ist CA € B,

Zum modifizierten Vereinigungsaxiom. Sei (Ay),, oy Familie in B, also (f~[Ay]),cy Familie
in . Es folgt fHU2, An] = U2, f1AR] € 2, das heikt U2, A, € B. B

Nr. 181 (Satz und Def) Ring

R ist (Mengen-)Ring iiber X < R C P(X) und es gilt eine (und darum jede) der folgenden
dquivalenten Aussagen (A A B steht fiir die symmetrische Mengendifferenz (A \ B) U (B \ A)):

1. 0cRundVABEcRAAB, ANBcR
2.0 cRundVABeRAAB, AUBeR
3.0 eRundV A, BeERAUB, A\BeR

Jede o-Algebra ist ein Ring.

Beweis. Dass o-Algebren Ringe sind, folgt aus Formulierung (3).
Aus (1) folgt (3) wegen A\ B=AA(ANB).

Aus (3) folgt (2) wegen AAB = (A\ B)U(B\ A).

Aus (2) folgt (1) wegen ANB=(AUB)A(AAB). 1

Nr. 182 (Satz und Def) Halbring

$ ist Halbring {iber X < 9 CP(X) und es gilt
1. (Leermengenaxiom) hesn
2. (Durchschnitts-Stabilitat) Fiir A, B € §ist auch AN B € $

3. (Differenzaxiom) Fiir A, B € § gibt es eine disjunkte endliche Folge
(Ci)iept ) von Elementen von § mit A\ B = Ui—1 Ck

Jeder Ring ist ein Halbring.
Beweis. Fiir Ringe gilt per Def (1) und (2), auferdem gilt (3) mit n =1und C; = A\ B. R
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Nr. 183 (Satz) erweiterte Differenzeigenschaft der Halbringe
Ist $ Halbring iiber X. Dann gilt:

Fir A, B; ... B, € $ gibt es eine disjunkte endliche Folge (C;)
so dass A\ Ui~ Bi = U~ Ci.

ic[1,m] von Elementen von %,

Beweis. Siehe |[Els 99, Lemma 5.5, S. 21|. B

Nr. 184 (Satz und Def) Jr als Halbring
Wir definieren: Jg := {[a,b] : a,b € RAa <b}. Esist Jg ist ein Halbring tiber R.

Beweis. Zum Leermengenaxiom: ) = [0,0[ € Jg.

Zur Durchschnitts-Stabilitdt. Fir a < b,¢ < d mit a,b,c,d € R ist
[a,b][ N [e,d] = [max {a, c}, min {b, d}],
das ist trivialerweise € Jg, wenn max {a,c} < min{b,d}, und ansonsten ist es = () € Jp.

Zum Differenzaxiom. Sei wieder a < b,¢ < d mit a,b,¢c,d € R gegeben. Sei zunéchst a < c.
Wir betrachten dann je nach Lage von b drei Félle: b < ¢, ¢ < b < dund d < b. Im ersten
Fall ist a < b < ¢ < d und darum [a,b[ \ [¢,d] = [a,b], was ein Element von Jr (und darum
Vereinigung von disjunkten Elementen von Jg) ist. Im zweiten Fall ist ¢ < ¢ < b < d und
darum [a, b[\ [¢, d] = [a, [, was wieder ein Element von Jg ist. Im dritten Fallist a <c¢ < d <b
und darum [a, b[\ [¢, d[ = [a, c[U[d, b], was Vereinigung zweier disjunkter Elemente von Jg ist.

Sei nun ¢ < a. Nun betrachten wir je nach Lage von d drei Félle: d < a,a < d <bund b < d.Im
ersten Fall ist ¢ < d < a < bund darum [a, b[\ [c,d[ = [a,b] € Tr. Im zweiten ist c < a < d <b
und darum [a,b[\ [¢,d] = [d,b] € Tg. Im dritten ist ¢ < a < b < d und darum [a, [\ [¢,d] = 0,

was Vereinigung von null disjunkten Elementen von Jg ist (Vereinigung iiber die leere Menge).

In jedem Fall ist also [a,b] \ [c, d] disjunkte Vereinigung von Elementen von Jg. Bl
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9.2 Borelmengen und Erzeugung von o-Algebren und Ringen

Nr. 185 (Def) Erzeugung von o-Algebren und Ringen; die Bezeichnungen ox, px

Sei X Menge und T C PB(X).
ox(T) = N{O : T CO CP(X) A O ist o-Algebra iiber X}
px(T) == N{O : T CO CP(X) A O ist Ring iiber X}

Die Menge T heift ein Erzeuger von ox(T') bzw. von px(T')
und ox(T') bzw. px(T) die [bzw. der] von T (iiber X) erzeugte o-Algebra [bzw. Ring].

Nr. 186 (Satz) Die von T erzeugten Mengen als kleinste 7" umfassende Mengen
ihrer Art

Es ist ox(T') die ,kleinste T' umfassende o-Algebra tiber X* in folgendem Sinn:
1. ox(T) ist eine o-Algebra iiber X, die Obermenge von T ist
2. Fiir jede o-Algebra 2 iiber X, die Obermenge von T ist, gilt ox(T) C 2

3. Ist M eine Menge, die wie ox (1) die Eigenschaften (1) und (2) hat, folgt M = ox (T')

Zusatz: Analog ist px (T) der kleinste T' umfassende Ring.

Beweis. Zu (1). ox(T) ist Obermenge von 7. Denn jedes Element ¢ von 7T ist Element aller
Obermengen von T, erst recht ist ¢ Element aller Obermengen von T, die o-Algebren iiber X
sind. Also ist ¢ auch Element des Schnitts der vorgenannten Obermengen, d.h. t € ox (7).

ox(T') ist eine o-Algebra. Denn wenn A € ox(T) [bzw. (A;);c; abzdhlbare Folge in ox (T')]
ist, so ist A Element von [bzw. (A,) Folge in| jeder Menge O des Mengensystems, als dessen
Schnitt ox (7)) definiert ist. Da O eine o-Algebra ist, folgt CA € O [bzw. (J;c; Ai € O].

Zu (2). Es gilt ox(T) C A, weil 2 zu den Mengen des Mengensystems gehort, dessen Schnitt
per Def ox(T) ist.

Zu (3). Es gilt ox(T') C M, weil ox(T') die Eigenschaft (1) und 9t die Eigenschaft (2) hat. Es
gilt auch M C ox(T), weil M die Eigenschaft (1) und ox(7") die Eigenschaft (2) hat.

Zum Zusatz: Analog zum Beweis fiir o-Algebren. B
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Nr. 187 (Satz) Schlussweisen bei der Erzeugung

Seien S, T Teilmengen einer Grundmenge X,
iiber welcher wir die Erzeugung von o-Algebren betrachten.

1. SCoa(9)

2. Ist S bereits eine o-Algebra, so o(S) = S.
3. o(a(S)) =0a(S)

4. SCT =o0(S5)Co(T)

5. 8Cao(T) = o(S) Co(T)

Zusatz 1. Analoge Schlussweisen gelten fiir die Erzeugung von Ringen.
Zusatz 2. Ferner gilt p(T) C o(T) und o(T) = o(p(T)).

Beweis. Zu (1). Folgt aus Satz 186(1).
Zu (2). Wegen (1) braucht nur o(S) C S gezeigt zu werden. Das folgt aber aus Satz 186(1).
Zu (3). Folgt aus (2), da o(S) eine o-Algebra ist.

Zu (4). SCT

= {O0:SCOCP(X) A Oist o-Algebra} O {0 : T CO CP(X) A O ist o-Algebra}
= {0 : SCOCP(X) A Oist o-Algebra} C {0 : T CO CP(X) A O ist o-Algebra}
= o(S) Co(T).

Zu (5). Aus (4) folgt 0(S) C o(a(T)), wegen (4) folgt dann o(S) C o(T).

Zum Zusatz 1. Der Beweis ist analog zum Beweis fiir o-Algebren.

Zum Zusatz 2. Da jede T umfassende o-Algebra auch ein 7' umfassender Ring ist, ist auch o(7)

ein solcher, und da p(T") der kleinste o umfassende Ring ist, folgt p(T") C o(T'). Daraus folgt

a(p(T)) C o(o(T)) = o(T). Andererseits gilt T C  p(T) und daher o(T) C o(p(T)). A
(4) @) (1) fuer p (4)

Nr. 188 (Satz) Der von einem Halbring erzeugte Ring

Ist $ Halbring iiber X, so gilt p(9) = {Uj_; Ax : n €N A Ay,..., A, € 9 disjunkt}.

Beweis. Siehe [Els 99, 5.6, S. 22|. &
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Nr. 189 (Def) Borelmenge; die Bezeichnungen By, B?, B und B

Ist X = (X, 9) topologischer Raum, so heifit die von der Menge 9O iiber X erzeugte
o-Algebra die o-Algebra der borelschen Teilmengen oder Borelmengen von X.
Man bezeichnet diese aufer mit ox (O) auch mit Bx(O) oder wkM By oder B.

BP (p € N) steht wkM fiir die Menge By der borelschen Mengen von (RP, OP).
B steht wkM fiir B!, also fiir die Menge der Bg der borelschen Mengen von (R, ).
B steht wkM fiir die Menge B(9) der borelschen Mengen von (R, D).
B schlieRlich steht wkM im Zusammenhang mit der Bezeichnung R bzw. K fiir die Menge
der Borelmengen von (R, 9) (zu O vgl. Def 26), das heilt
B falls R=R bzw. K=R
B:=(B fallsR=Rbzw K=R
Be falls K=C

Nr. 190 (Def) Borelscher Messraum By eines topologischen Raumes X’;
Identifikation eines topologischen Raumes mit seinem borelschen Raum

Ist X = (X, O) topologischer Raum, so heift der Messraum (X, B x (D)), dessen
o-Algebra die o-Algebra der Borelschen Teilmengen von X ist,
der borelsche Messraum von X. Wir bezeichnen ihn mit By.

WKM identifizieren wir den topologischen Raum X = (X, O)
und seinen borelschen Messraum By = (X, Bx(9O)) miteinander.

Nr. 191 (Satz) Verschiedene Erzeuger der borelschen Mengen
eines topologischen Raumes

Sei X = (X,9) topologischer Raum, € die Menge seiner abgeschlossenen Mengen, K
die seiner kompakten Mengen. Dann gilt

1. %){ = Ux(Q:)

2. By = 0(R), wenn X ein Hausdorffraum und ein K,-Raum® ist

3. By = o(6) fiir jede abzihlbare Basis &.

Beweis. Siehe [Els 99, Folgerungen 4.2, S. 18].

! Ein K,-Raum ist ein topol. Raum, der eine abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen ist (vgl. Satz 74).
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Nr. 192 (Satz) Endliche Mengen von Hausdorffriumen als Borelmengen

Ist X := (X,9Ox) Hausdorffraum, so sind alle endlichen Teilmengen von X Borelmengen
von X.

Beweis. Endliche Punktmengen eines Hausdorffraums sind abgeschlossen. Nach Satz 191(1)
gehoren sie daher zu den Borelmengen. B

Nr. 193 (Satz) Verschiedene Erzeuger der borelschen Mengen auf R

Die folgenden Mengensysteme sind Erzeuger von B:

Or = {U CR : U ist offen}

Cr = {U CR : U ist abgeschlossen}

Ar = {U CR : U ist kompakt}

Jr = j[R[:: {[a,b[ ta,beR A agb}

JiR) = {Ja,b] : a,b€R A a <b}

Jig| = {la,b[ : a,beR A a <b}

TR = {la,b] : a,beR A a <b}N{0}

TR = {la,b[ : a,beR A a <b}

J1g[ = {]a,b] : a,b€Q A a < b}

Sk = {UZ:l A, :neN A Al, Ce ,An € Jr diSjllHkt}

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 4.3, S. 19]. &

Nr. 194 (Satz) Bewahrung der Erzeugung bei Ubergang zu Urbildern

Sei f: X — Y Funktion und € C P(Y') Erzeuger der o-Algebra B iiber Y.
Dann ist f~[B] eine o-Algebra iiber X und es gilt:

I7HeE] (= {f7E] : E € ¢}) erzeugt die o-Algebra f~[B] (= {f~![B] : B € B}).
Genauer: ox (f71[€]) = f oy (€)]

Beweis. Siehe |Els 99, Satz 4.4, S. 19]. &

Nr. 195 (Satz) Bewahrung der Erzeugung beim Ubergang zu Teilmengen
Sei € Erzeuger der o-Algebra B iiber Y, und sei X C Y. Dann gilt:

EMX:={ENX : E € ¢} erzeugt die o-Algebra Bm X :={BNX : B € B},
Genauer: cx(EMX)=BMNX =oy(¢)mX.
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Beweis. Die zeigt Satz 194 mit der Identitédt idx: X — Y in der Rolle von f. B

Nr. 196 (Satz) Borelscher Messraum des topologischen Unterraums

Ist X topologischer Raum, T C X und 7T der Unterraum von X mit Triger T, so
ist der borelsche Messraum By := Bm ¢TI von T der Untermessraum von By mit Trager T.

Beweis. By und der Untermessraum von By mit Triger T haben trivialerweise beide den Tri-
ger T'. Zu zeigen ist als nur noch, dass ihre o-Algebren iibereinstimmen.

Sei X = (X, 9). Per Def des topologischen Unterraums ist dann 7 = (T, O m T).

Die o-Algebra By des Messraums By ist dann die von O iiber X erzeugte o-Algebra ox (D),
und die o-Algebra B des Messraums By ist per Def 190 des borelschen Messraums gleich
or(OMT), was nach Satz 195 gleich By MT ist. Letzteres ist per Def 179 des Untermessraums
in der Tat die o-Algebra des Untermessraums von By mit Triger 7. B
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9.3 Inhalte, PramalRe, MalRe und MaRraume

Nr. 197 (Def) Additivitit und o-Additivitdt von Funktionen

Eine Funktion v: § — R=° (% iiber X) heilt additiv bzw. o-additiv
:& fiir jede endliche bzw. abzihlbare Folge (A;);c; in $ mit (J;c; Ai € 9 gilt
v(Uier Ai) = 2 ier v(Ai).

Bem. Mit der leeren Folge (A;), 4 ergibt sich v(0) = v J;cp Ai = 29 Ai = 0.
Ist I abzéhlbar unendlich, so ist > ;.; v(4;) der Grenzwert der Reihe (v(A;)) in R, der von der
Summationsreihenfolge unabhéngig ist (unbedingte Konvergenz)

Nr. 198 (Def) Inhalt, Primafi, Mafs, Mafiraum

Sei  Halbring iiber X und v: § — @20 eine Funktion.

v ist ein Inhalt auf $ iiber X & v ist additiv.
v ist ein Primajf auf § iiber X & v ist o-additiv.
v ist ein Maf auf $ iiber X & §) ist eine o-Algebra und v ist o-additiv.

Fiir: v ist ein Maf auf $
sagt man auch: v ist ein Maf§ auf dem Messraum (X, $)) oder (X, 9, v) ist ein Maffraum.

Sei v ein Inhalt bzw. Mak und A € Db(v).
Dann wird v(A) als Inhalt bzw. als Maff der Menge A (beziiglich v) bezeichnet.

Nr. 199 (Def) v-Messbarkeit fiir Mafte v und v-Nullmenge fiir Inhalte v

Sei v ein Mafl. Dann verstehen wir unter den v-messbaren Mengen die Elemente des Defini-
tionsbereichs von v.

Sei v ein Inhalt. Dann verstehen wir unter den v-Nullmengen

die Elemente von v~1[{0}], also die Mengen, denen v den Wert 0 zuordnet.

Nr. 200 (Def) Unter- und Ober-Mafiraum
Sei (X, 2, v) Makraum und 2A* o-Algebra iiber X mit 2* C 2. Dann gilt mit v* = v|A*,
dass auch (X, ", v*) ein Mafraum ist, denn die o-Additivitat einer Funktion bleibt bei

Einschrankungen der Funktion trivialerweise erhalten.

Dieser Mafraum heit der (durch 2* bestimmte) Unter-Mafraum von (X, 2, v).
AuRerdem heikt N Ober-Mafraum von M genau dann, wenn M Unter-Mafraum von N ist.
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Nr. 201 (Satz) Die Spur eines Mafies ist ein Mafs

Ist v Maf auf Messraum (X, ) und T € U, so ist v|Ap Mab auf Messraum (T, 7).

Beweis. Wegen Satz 179 ist 2p eine o-Algebra. Wegen T € A gehoren alle Elemente ANT
von Ay =AMT ={ANT : AU} zu A, also ist A7 C A und v|Ar wohldefiniert. Da jede
Folge (A;);cy in 27 wegen 27 C A auch eine solche in 2 ist, ist die o-Additivitdt trivial. B

Nr. 202 (Satz) Isotonie von Inhalten

Jeder Inhalt v: § — R ist isoton, das heift fiir A, B € § mit A C B gilt u(A) < u(B)

Beweis. Siehe [Els 99, Folgerung 1.4, S. 28|. B

Nr. 203 (Satz) Additionsformel, o- Additionsformel und Subtraktionsformel

1. (Additionsformel) Sei p Inhalt auf einem Ring R. Dann gilt:
VA BeR u(A) +uB)=u(AUB)+ u(AN B)
mit Korollar: p(AU B) = u(A) + u(B) fiir disjunkte A, B € R

2. (o-Additionsformel) Sei p Inhalt auf einem Ring R. Dann gilt
fiir abzéhlbare disjunkte Folgen (Ay),c; in B mit Upz; Ar € R:

> wer M(AK) < wUrer Ak)-

3. (Subtraktionsformel) Sei p Inhalt auf einem Ring R. Dann gilt:
VA BER(BCA AN pu(B)<oo = pu(A\B)=pu(A) —u(B))

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 1.7(a),(b), (e)].

Nr. 204 (Satz) Subadditivitit von Inhalten, Primafien und Mafien
1. Sei p Inhalt auf Ring R und (Ay),c; endliche Folge in fR.
Dann gilt 1(Upes Ar) < Dpes #(Ar)

2. Sei p Priamaf auf Ring R, A € R und (Ay),c; abzdhlbare Folge in R mit A C | J,c; A
Dann gilt p(A) < 3 -ep 1(Ak)

3. Sei p Mak auf o-Algebra R und (A;),.; abzihlbare Folge in R mit A C (U A
Dann gilt p(Uper Ar) < D per 1(Ak)

Beweis. Zu (1) und (2) siehe |Els 99, Satz 1.7(c),(f), S. 31-32|. (3) folgt aus (2), wenn man als
A hier die Menge |Jpc; Ax nimmt. W
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9.4 Fortsetzungssatze

Nr. 205 (Satz) Fortsetzung eines Inhalts bzw. Priamafses auf einem Halbring
zu einem Inhalt bzw. Primaf auf einem Ring

Sei v Inhalt auf dem Halbring $) iiber X, und R = p(9).
1. Dann gibt es genau einen Inhalt v* auf R iiber X mit v = v*[$

2. Ist A € R disjunkte Vereinigung von Ay, ..., Ap € 9, gilt v*(A) =" v(4;)

3. v* ist genau dann ein Pramal, wenn v eines ist.

Beweis. Siehe [Els 99, 1.6, S. 30-31]. &

Nr. 206 (Satz und Def) endlicher und o-endlicher Inhalt

Sei v ein Inhalt auf einem Halbring $ iiber X.

v ist endlich & 00 ¢ Wh(v).
v ist o-endlich iiber X :& es gibt eine Familie (A,), oy von Elementen von $ = Db(v)
mit (Jo2 g An =X und Vn e Nv(4,) < oo

Jeder endliche Inhalt v auf einer o-Algebra 2 iiber X ist o-endlich iiber X.

Beweis. Es sind X und ( Elemente von 2. Setzen wir nun Ag := X und fiir alle n € N©:
Ap=10,s0gilt U2y An =X und Vn e Nv(4,) <oco. B

Nr. 207 (Satz) Uberdeckungskriterium fiir Nullmengen

Sei v Inhalt auf einem Halbring $) iiber X und A € $.
1. Ist (Ag)ye; endliche Folge von v-Nullmengen und A C | Jc; Ak, so ist A v-Nullmenge.

2. Ist v PramaR, (Ag),c; abzahlbare Folge von v-Nullmengen und A C J,c; Ay,

so ist A v-Nullmenge.

3. Ist v Mak, so ist jede Vereinigung abzihlbar vieler v-Nullmengen

wieder eine v-Nullmenge.

Beweis. Zu (1) bzw. (2). Sei R der von $) erzeugte Ring und p der gemif Satz 205 von $
auf R fortgesetzte Inhalt. Mit Isotonie (Satz 202) und Subadditivitét (Satz 204) folgt v(A) =
(A) < u(Uper Ax) < 2 per Ar = 0 und daher v(A4) = 0.

(3) folgt sofort aus (2) mit |J,c; Ax in der Rolle von A. W
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Nr. 208 (Satz und Def) dufteres Mafs iiber X
Ist X eine Menge, so ist ein duferes Maf iiber X eine Funktion 7: (X)) — R mit

1. (Leermengenaxiom) n(f) =0

2. (Isotonie) ACBCX = n(A) <n(B)

3. (o-Subadditivitdt) (An);c; abzéhlbare Folge in B(X) = n(U;cr An) <D icr 1(An)
Bem: Fiir endliches I heifit diese Figenschaft Subadditivitét.

Nr. 209 (Def) n-Messbarkeit und 7-Nullmenge fiir dufiere Mafte 7

Sei n dukeres Mafk iiber X und A C X.

A ist n-messbar & fiir alle Q C X gilt: n(Q) >n(QNA) +n(QnCA)
A ist n-Nullmenge <= n(A) =0

Hinweis: Der hier definierte Begriff der n-Messbarkeit fiir ein dufleres Maft 7 ist zu unterscheiden
vom Begriff der v-Messbarkeit fiir ein Maf v (zu diesem siehe Def 199).

Nr. 210 (Satz und Def) von einem Hufieren Mafi induzierte Grofien:
o-Algebra 2, Mafs 9|2, Mafiraum (X, %, n/2,)

Sei n duferes Maf, und X sei die Menge, iiber welcher n duferes Mafs ist
(X ist offenbar eindeutig bestimmt als Vereinigung der einelementigen Elemente von Db(n)).

Dann ist die Menge 2, := {A € P(X) : A ist p-messbar} der n-messbaren Mengen tiber X
eine o-Algebra tiber X und 0|2, ist ein Maf auf 2, iiber X, also (X, 2, n|Ay) ein Makraum.

Diese o-Algebra, dieses Mal und dieser Mafsraum heifen vom dufleren Maf n induziert.

Beweis. Siehe |Els 99, Satz 4.4, S. 52-53|. R

Nr. 211 (Satz und Def) von einem Inhalt v induzierte Groéfien:
Hulieres Maf nx(v), o-Algebra 2, Maf§ n|2,, Mafiraum (X,%,,n|2,)

Sei v ein Inhalt auf dem Halbring $) iber X ($) ist als Db(v) eindeutig bestimmt)

Sei dann 7x (v), oder wkM n(v) oder 7 die Funktion n: B(X) — R mit fiir A C X:
n(A) =inf {d 2 jv(A,) :VneNA, eHn N ACUp2yAnt

nx(v) ist ein dukeres Maf iiber X und heikt das von v induzierte dufere Maf. Die von
diesem duferen Mak induzierten Grofen gemils Def 210 heifsen auch von von v induziert.
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Beweis. Siehe [Els 99, Fortsetzungssatz 4.5 (a), S. 53-54]. B

Nr. 212 (Satz) Teilmengenbeziehung von o($) und A,

Sei v ein Inhalt auf dem Halbring $) iiber X.
Sei n:=nx(v) das von v iiber X induzierte duere Mafs (siche Def 211).

Alle Mengen aus o($)) (erst recht also aus $)) sind n-messbar, das heifst o($)) C 2,

Beweis. Siehe [Els 99, Fortsetzungssatz 4.5(a), S. 53-54|. B

Nr. 213 (Satz und Def) von einem Inhalt v induzierte reduzierte Gréfien:
o-Algebra o($), Mafl n|c($) und Mafiraum (X,o($),n|o(9))

Sei v ein Inhalt auf §) iber X ($) ist eindeutig bestimmt als Db(v)).
Dann nennen wir die von ) iiber X erzeugte o-Algebra ox(9) (wkM o($)),
die nach Satz 212 Teilmenge der von v iiber X induzierten o-Algebra 2, := 2, (. ist,

auch die von v dber X induzierte reduzierte o-Algebra.

Mit dem von v induzierten dukeren Mafs n := nx(v) ist njo(H) ist Mak iiber X, also
(X,0(9),n]o($H)) Mabraum, und zwar Untermakraum des von v induzierten Mafraums.

Wir nennen darum dieses Mafl und diesen Maftraum das von v induzierte reduzierte Mafs
bzw. den von v induzierten reduzierten Mafraum.

Beweis. Wegen o($)) C 2, C X ist n|o(9) = (n|Ay)|o(H), und die o-Additivitat des
Satz 212
Mafkes 7|2, bleibt bei Einschréankung auf o($)) erhalten. Es ist daher n|o($)) ein Mak auf

o($). Die Beziehung n|o($) = (n|Ay)|o($) zeigt auch, dass der Makraum (X, o ($),nlo(9))
ein Unter-Makraum des von v induzierten Mafraums (X, 2, n|2,) ist. B
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Nr. 214 (Satz) Fortsetzungssatz fiir Primafie

Sei v ein Inhalt auf dem Halbring §) iiber X und sei
— n  das von v induzierte dufsere Maf nx (v) (siehe Def 211)
— v*  die Fortsetzung von v zu einem Inhalt dem Ring R := p(9)) (siehe Satz 205)
— v* das von v induzierte reduzierte Maf n|o($) (sieche Def 213)
— V™ das von v induzierte Mak 7|, (siehe Def 211)
Dann gilt: § CR C o(H) €A, C X, und wenn v Pramak auf § ist, gilt aukerdem:
0. v=n|9H=v"*H =v"9 =v*"9 und es ist
1. v* Fortsetzung von v auf den Ring R,
2. v** Fortsetzung von v*  auf die o-Algebra  o(9),
3. v Fortsetzung von v** auf die o-Algebra  2,,

*

4. n  Fortsetzung von v*** auf die Grundmenge X.

Zusatz. Ist der Inhalt v kein Prdamafs, so ist die fiir den Satz grundlegende Aussage (0) falsch,
denn es gibt dann ein A € § mit n(A) < v(A) (so dass v # n|9).

Beweis. Siehe [Els 99, Fortsetzungssatz 4.5(b)-(c), S. 53-54|. B

Nr. 215 (Satz) Bedingte Eindeutigkeit der Fortsetzung

Seien p, v Make auf einer von € erzeugten o-Algebra 2 iiber X, und es gelte:

1. € ist durchschnitts-stabil, das heifit mit zwei Mengen ist auch ihr Durchschnitt in €
2. pl€=v|€E
3. Es gibt eine Folge (Ey) in € mit |J,~  En = X undV n € N p(E,) < oo

Dann folgt p = v.

Beweis. Siehe |Els 99, Satz 5.6, S. 60|. B

Nr. 216 (Def) vollstindiges Mafs und vollstindiger Mafiraum

Ein Mak v auf 2 iiber X bzw. ein Mafkraum (X, 2, v) ist vollstindig
< jede Teilmenge einer v-Nullmenge ist v-messbar (nach Satz 202 also Nullmenge).
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Nr. 217 (Satz) Vollstindigkeit der von dufteren Maften induzierten Mafiriume

Ist  dufseres Mafk iiber X, so ist (X,2,,n|2,) vollstindig.

Beweis. Siehe [Els 99, Beispiel 6.2, S. 63]. R

Nr. 218 (Satz und Def) mafitheoretische Vervollstindigung

Sei M := (X, 2, v) Makraum, und 91 die Menge aller Teilmengen von v-Nullmengen.

P

Aixp) = {AUT : AU AN T €N} heikt v-Vervolistindigung der o-Algebra 2 iiber X
und wird wkM mit 2 bezeichnet.

1. 2 ist eine o-Algebra iiber X, wobei A C A

2. Es gibt es genau eine Funktion f: A — Rmit VA€ A, TeN : f(AUT) = v(A).
3. f ist Fortsetzung von v und (X, 2, f) ein vollstindiger Mafraum.

4. f ist die einzige Fortsetzung von v zu einem Inhalt (sogar Maf) auf A

f heikt die Vervollstindigung des Mafes v {iber X und wird mit vx (wkM mit v) bezeichnet
(f hingt von 2, X und v ab, aber 2 = Db(v) ist bereits durch v bestimmt)

(X, A, ) heikt Vervollstindigung von M := (X, 2, v) und wird wkM mit M bezeichnet.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 6.3, S. 64]|.

Nr. 219 (Satz) Die Vervollstindigung eines Mafiraums M
als kleinster vollstindiger M enthaltender Ober-Mafsraum

Sei (X,,v) ein Makraum. Dann ist dessen Vervollstindigung (X,val, v) der ,kleinste
vollstindige M enthaltende Obermafraum® in folgendem Sinne:

1. (X,2,7) ist vollstandiger Obermafraum von (X, %, v) (d. h. AC A A v =)

2. Ist (X, A%, v*) vollstdndiger Obermafraum von (X,2,v) (d. h. A CA* A v =v*2A)
so ist (X, %A, D) Untermafraum von (X, 2*,v*) (d. h. A CA* A T = v*|2A)

3. (X,2,7) ist der einzige Makraum iiber X mit den Eigenschaften (1) und (2)

Beweis. (1) folgt aus Satz 218(3). Zu (2). Wegen A C A* enthilt A* alle Elemente A von
2A. Wegen der Vollstindigkeit enthélt 2A* alle Teilmengen von v*-Nullmengen, darunter sind
wegen v = v*|2 auch alle Teilmengen 7" von v-Nullmengen. Damit enthélt 2 auch alle Mengen
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AUT, worin A € 2 und T' Teilmenge einer v-Nullmenge ist. Das heifst: 2* enthilt alle Mengen
von 2. Somit gilt A C A~

Ist nun AUT € 2 gegeben, mit A € A und T Teilmenge einer v-Nullmenge N, so ist N (wegen
v = v*|) auch eine v*-Nullmenge, und es folgt per Isotonie und Subadditivitiat von v*, dass
v*(A) <v*(AUT) <v*(A)+v*(T) <v*(A) +v*(N) =v*(A), also v*(AUT) = v*(A).
Daher folgt (wieder mit Blick auf v = v*|), dass V(AU T) = v(A4) = v*(A) = v*(AUT).
Somit gilt v = v*|2A.

Zu (3). Habe (X A, D) ebenfalls die Eigenschaften (1) und (2). Dann ist Ql C A, weil (X, A D)
die Eigenschaft (1) und (X, 2, 7) die Eigenschaft (2) hat. Auch ist QlAQ Ql~we11 (X, U, v) die
Eigenschaft (1) und (X, 2, v) die Eigenschaft (2) hat. Insgesamt also 2 = 2.

AuRerdem ist 7 = DI, weil (X, A V) die Eigenschaft (1) und (X, A [,v) die Eigenschaft (2)
hat. Da aber, wie soeben gezeigt, % gleich dem Definitionsbereich 2A von v ist, folgt dann
U = DA = . Tnsgesamt ist also (X,2,7) = (X,2,7). A

Nr. 220 (Satz) Der von einem Primafl v induzierte Mafiraum
als Vervollstindigung des induzierten reduzierten Mafraums

Sei v: ) — R ein o-endliches Priama# auf dem Halbring tiber $) iiber X.
Dann ist der von v induzierten Mafkraum (X,2,,n|,) die Vervollstindigung des von v
induzierten reduzierten Mafraums (X, o($),n|o($))

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 6.4, S. 64|. R

Nr. 221 (Satz) Fortsetzungssatz fiir c-endliche Primafe

Sei v ein o-endliches Pramaf auf dem Halbring $ tber X. Sei R der von §) iiber X
erzeugte Ring px(9) und n das von v iiber X induzierte dufsere Mah nx (v).

0. HCRCo(H) CA,) C X und
1. Es gibt genau eine Fortsetzung v* von v zu einem Pridmaf auf ‘R iiber X

2. Es gibt genau eine Fortsetzung v** von v zu einem Maf auf o($) iiber X,
und v** ist eine Fortsetzung von v*

3. Es gibt genau eine Fortsetzung v***

und v***

von v zu einem Mak auf 2, iiber X;
ist eine Fortsetzung von v** sowie die Vervollstidndigung von v** iiber X

4. Der Mafraum (X,2,, v***) ist die Vervollstandigung von (X, o(9), ")

Beweis. Die Teilmengenbeziehung $ C R C o($) C 2, € X wurde bereits in Satz 214 be-
wiesen, und (1) wurde in Satz 205 bewiesen. Setzen wir nun v** := n|o($) und v*** := A,
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so wissen wir aus Satz 214, dass v** eine Fortsetzung von v und auch von v* zu einem Mafs
auf o () ist, und dass v*** eine Fortsetzung von v, von v* und von v** zu einem Mafs auf 2, ist.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeitsaussagen von (2) und (3) zu beweisen. Fiir (2) aber folgt die
Eindeutigkeit sofort aus Satz 215 (die Voraussetzungen dieses Satzes sind mit Blick auf die
o-Endlichkeit erfiillt).

Zum Beweis der Eindeutigkeit fiir (3) schlieflich sei angenommen, dass u eine weitere Fort-
setzung von v zu einem Mal auf 2, ist. Dann ist trivialerweise p|o($)) ebenso wie u***|o(9)
eine Fortsetzung von v zu einem Mafs auf o($)). Wegen der Eindeutigkeitsaussage von (2) ist
also plo(9) = v***|o(H) := [. Es sind dann p und v Fortsetzungen von (3 zu einem Inhalt
von 2, das heiflt nach Satz 220 zu einem Inhalt von o($)). Nun gibt es aber nach Satz 218(4)
genau eine solche Fortsetzung. Mithin folgt p = v***.

Wegen Satz 220 schlieflich ist v*** die Vervollstdndigung von v**, und daraus folgt (4).H
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9.5 Messbare Funktionen

Nr. 222 (Def) mafstheoretische Funktion und ihre linke und rechte o-Algebra

Eine Funktion f : X — Y heiflt maftheoretische Funktion
< X und )Y ist jeweils ein Messraum oder ein mit diesem identifizierter Raum.
Hierbei wird ein topologischer Raum stets mit seinem borelschen Messraum identifiziert.

Sei f: X — Y maltheoretische Funktion. Dann sei

die linke o-Algebra von f die o-Algebra des Messraums X (falls X topologischer Raum ist,
also die o-Algebra des borelschen Messraums By von X).

und die rechte o-Algebra von f
die o-Algebra des Messraums ) (falls ) topologischer Raum ist, also die o-Algebra des
borelschen Messraums By von )).

Nr. 223 (Def) Arten maflitheoretischer Funktionen

Sei f: X — Y malitheoretische Funktion.

Y ist der topologische Raum
Y ist der topologische Raum
Y ist der topologische Raum
Y ist der topologische Raum

f ist numerisch

f ist reell

f ist komplex

[ ist K-Funktion

fist R-Funktion

f ist K-Funktion

f ist mehrdimensional reell

f ist mehrdimensional komplex
f ist mehrdimensional

f ist Banachraum-Funktion

Y ist der topologische Raum

R R O 3

Y ist Banachraum oder ein topologischer Raum,
der von einem Banachraum induziert ist
f ist reell oder numerisch und Vy €y f(y) >0

4

f ist nichinegativ

Nr. 224 (Satz und Def) messbare Funktionen

Sei f maltheoretische Funktion mit linker bzw. rechter o-Algebra 2 bzw. B.

f ist A-B-messbar (wkM messbar) = V BB f~1[B] e
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Nr. 225 (Satz) Beziehung zwischen den Messbarkeitsbegriffen

Neben der v-Messbarkeit fiir Make v (Def 199) und der n-Messbarkeit fiir dukere Mafe (Def
209) ist die Messbarkeit fiir Funktionen geméf Def 224 ein weiterer Messbarkeitsbegriff. Zwischen
diesem und dem ersten Messbarkeitshegriff besteht folgender Zusammenhang:

Ist u bzw. v Mais auf der linken bzw. rechten o-Algebra von f, so gilt:
f ist messbar < das Urbild jeder v-messharen Menge A unter f ist u-messbare Menge.

Beweis. trivial. B

Nr. 226 (Def) streng messbare Funktion

Sei f: X — Y mafstheoretische Funktion, wobei Y topologischer Raum ist.
f ist streng messbar :<  f ist messbar und Wh(F') im Raum ) separabel (sieche Anhang,
Def 351)

Nr. 227 (Satz) Aquivalenz von Messbarkeit und strenger Messbarkeit fiir nume-
rische, reelle, komplexe, K-, K-, mehrdimensionale, und nichtnegative Funktionen

Fiir diese Funktionen f gilt stets: f ist messhbar < f ist streng messbar

Beweis. < ist trivial. Zu =. R und K" sind separable Riume. Wh(f) ist also Teilmenge eines
separablen metrisierbaren Raums, also ebenfalls separabel (vgl. Anhang, Satz 352(4)). B

Nr. 228 (Satz) Messbarkeit von konstanten Funktionen

Jede konstante maftheoretische Funktion f ist messbar,
und wenn Wb f Teilmenge eines topologischen Raums ist, sogar streng messbar.

Beweis. Sei X der Definitionsbereich, 2 die linke und B die rechte o-Algebra von f. Falls der
konstante Wert von f ein Element von B € B ist, ist f~}[B] = X € 2, ansonsten ist f~![B] =
() € 2. Damit ist f messbar. Ist schlieflich der Wertebereich Teilmenge eines topologischen
Raumes, so ist Wb(f) als abzéhlbare Menge in diesem Raum separabel (vgl. Anhang, Satz
352(1)). Also ist f streng messbar. B

Nr. 229 (Satz) Messbarkeit von Inklusionsfunktionen

Sei i maftheoretische Inklusionsfunktion von X in Y mit linker o-Algebra 2
und rechter o-Algebra 8, und sei {BN X : B € B} C A. Dann ist i messhar.
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Beweis. Wegen X CY und V x € X i(x) = x gilt fiir B€B: i '[Bj]=BNXcA N

Nr. 230 (Satz) Messbarkeit von identischen Funktionen

Identische Funktionen idy (X Messraum oder topologischen Raum) sind messbar.

Beweis. id(X) ist maftheoretische Inklusionsfunktion von & in X’ ist A die linke und daher
auch die rechte o-Algebra von idy so gilt {BNX : B € A} C A, damit B auch BNX Element
von 2 ist. Daher folgt die Behauptung aus Satz 229. B

Nr. 231 (Satz) Einschrinkungssatz fiir Messbarkeit

Sei f: X — Y mafktheoretische Funktion mit linker o-Algebra 2
und rechter o-Algebra 8, sei T'C X mit T € 2.
Sei T der Untermessraum bzw. topologische Unterraum von X mit Trager T.

Dann ist die Einschriankung f|7:7 —— ) eine maftheoretische Funktion mit linker
o-Algebra A7 =AM T und rechter o-Algebra B, und es gilt:

f ist messbar [bzw. streng messbar] = f|7T ist messbar [bzw. streng messbar],
und wenn ) metrisierbar ist, gilt auch: f ist streng messbar = f|7T ist streng messbar.

Beweis. Dass die linke o-Algebra von f|7 gleich AMT ist, folgt im Fall, dass X ein Messraum
ist, direkt per Def 179 des Untermessraums von X mit Trager T'. Falls aber X" ein topologischer
Raum ist, also 2 die o-Algebra des borelschen Messraums By von X, so ist die linke o-Algebra
von f|7 die o-Algebra des borelschen Messraums By von 7, das heikt nach Satz 196 die o-
Algebra des Untermessraums von By mit Tréger T'. Das ist per Def 179 wieder A m 7.

Dass die rechte o-Algebra von f|7 gleich B ist, ist trivial.

Fiir B€ B gilt nun (f|T) ' [B]={z €T : f(x) e B}=Tn{z € X : f(z) € B} = f'[B]n
T € AMT = Ap. Somit ist f|T messbar.

Ist f zusitzlich streng messbar, so ist Wh(f) im Raum ) separabel, was wegen Wh(f|7) C
Wh(f) auch fiir Wh(f|7) gilt (vgl. Anhang, Satz 352(4)). Also ist f|7 streng messbar. B
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Nr. 232 (Satz) Zusammensetzung messbarer Funktionen

Sei X bzw. Y Messraum oder topologischer Raum und 2 bzw. B je nachdem die o-
Algebra oder die Menge der borelschen Mengen von X bzw. ).

Sei X1, X9 € A und seien X1 und Xy die Untermessrdume bzw. topologischen Unterrdume
von X mit Trager X1 bzw. Xs.

Seien fi1: X1 — Y und fo: Xo — Y Funktionen mit f1|(X1 N X3) = g[(X1 N X>),
und sei f:= f1 U fa. Dann gilt:

f1 und fo messbar [bzw. streng messbar] :< f ist messbar [bzw. streng messbar].

Beweis. Da f1 und f5 die Einschrinkungen von f auf X} bzw. As sind, folgt < aus Satz 231,
der auch zeigt, dass die linke o-Algebra von f; bzw. fo gleich M X, bzw. A m Xy ist.

Zu =. Fiir B € B gilt f~![B] = f{ '[B]U f; ![B], wobei f;'[B] Element der linken o-Algebra
2 M X1 von f; und entsprechend f, ![B] € 2 @ Xy ist. Es gibt also Mengen V,W € ,
so dass f7YB] = (VN X1) U (W N X3). Da V,W, X1, X5 Elemente von 2 sind, so auch
(VNXp) U (W nNXsy). Also ist die zusammengesetzte Funktion f messbar.

Unter Voraussetzung der strengen Messbarkeit sind f1[X1] und f2[X32] in ) separabel, also
ist auch die Vereinigung f1[X1] U fo[X2] dort separabel (vgl. Anhang, Satz 352(2)), das heift
f[X] = Wb(f) ist separabel in Y. Also ist f streng messbar. B

Nr. 233 (Satz) Kriterium fiir Messbarkeit von Funktionen
mit abzihlbar vielen Werten

Sei X Messraum bzw. topologischer Raum, Y Hausdorffraum
und f: X — Y Funktion mit abzdhlbarem Wertebereich. Dann ist dquivalent:

1. f ist messbar

2. f ist streng messbar

3. Fiir jedes y € Wh(f) ist f~'[{y}] messbar, d. h. gehért zur linken o-Algebra von f

Beweis. Aus (1) folgt (2), weil Whb(f) abzdhlbar und daher separabel ist (vgl. Anhang, Satz
352(1)).

Aus (2) folgt (3), weil nach Satz 192 die einelementigen Mengen {y} als endliche Mengen zu
den Borelmengen von ), also zur rechten o-Algebra von f gehéren.

Aus (3) folgt (1), denn fiir jede Teilmenge B von Y, insbesondere fiir jede zur linken o-
Algebra von f gehorige Menge, ist f~![B] die abzihlbare Vereinigung Uyen f{y}] von
Fasern f~![{y}], so dass f~![B] als abziihlbare Vereinigung messbarer Mengen per Vereini-
gungsaxiom messbar ist. l
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Nr. 234 (Satz) Erzeugerkriterium fiir Messbarkeit von Funktionen

Sei f: X —— Y maftheoretische Funktion vom Messraum mit linker o-Algebra 2
und rechter o-Algebra 8. Sei € Erzeuger von ‘B iiber Y. Dann gilt:

f ist messhar < f~1[€] C 2, das heift f~L[E] € 2 fiir alle E € €.

Beweis (vgl. |Els 99, Satz 1.3, S. 86|). = ist trivial. Zu <. Nach Voraussetzung ist 2 eine
o-Algebra, die Obermenge von f~1[E] ist, also die von letzterer Menge erzeugte o-Algebra
(diese ist nach Satz 194 gleich der Menge f~![B]) Teilmenge von 2. Das aber bedeutet: fiir
jedes B € B ist f~![B] € A, so dass f messbar ist. B

Nr. 235 (Satz) Messbarkeit stetiger Funktionen und Funktionen

Jede stetige Funktion f: X — ) ist messbar.

Beweis. Siehe [Els 99, Korollar 1.4, S. 86]. ®

Nr. 236 (Satz) Messbarkeit konvexer Funktionen

Sei I reelles Intervall und f : I — R konvexe Funktion. Dann ist f messbar.

Beweis (vgl. [Els 99, Bem. nach Satz 1.2., S. 220]). Nach [Els 99, Satz 1.2, S. 220] ist f auf [

stetig, also f|I schlechthin stetig und darum messbar (Satz 235). f ist also an hochstens an
den Randpunkten r von I unstetig. Doch ist die Einschrinkung f[{r} konstant, also geméf

Satz 228 messbar, und es folgt mit Satz 232 die Messbarkeit von f (I und {r} gehéren zur

linken o-Algebra von f: fiir {r} folgt dies aus Satz 192, und fiir I folgt dies aus der Tatsache,
dass es sich um ein offenes Intervall handelt). H

Nr. 237 (Satz) Bewahrung der Messbarkeit unter Komposition

Seien f: X — Y und g : Y — Z mabktheoretische Funktionen,
Sei A die linke o-Algebra von f, B die rechte o-Algebra von f (und daher die linke von g),
und sei € die rechte o-Algebra von g. Dann gilt:

f und g sind messbar [bzw. f messbar und g streng messbar| =
g o f ist messbar [bzw. streng messbar].

Beweis (vgl. [Els 99, Satz 1.5, S. 87]). Fiir jedes C € € ist ¢g71[C] € B, also f~g }[C]] € &,
und dann ist f71g7 C]] = (f L og H[C] = (go f)~L[C] € A. Also ist g o f messbar. Ist g
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sogar streng messbar, so ist Wh(g o f) = Wb(g) separabel, also g o f streng messbar. B

Nr. 238 (Satz) 2-B-Messbarkeit und 2/-B-Messbarkeit

Fiir o-Algebren 4 und reellwertiges f gilt: f ist A-B-messbar < f ist A-B-messbar.

Beweis. =. Die Elemente M von B haben eine Darstellung F U B mit E C {—o00, o0} und
B € B (siehe [Els 99, Satz vor Nr. 2, S. 105]). Da f reellwertig ist, gilt aber f~1[M] =
fTUYBUE]={z: f(x) e BUE} ={x : f(x) € B} = f}[B] e .

<. Die Elemente M von B sind trivialerweise auch solche von 9B, so dass f~![M] € 2. B

Nr. 239 (Def) besondere Mengenbeschreibungen mit numerischen Funktionen

Seien f,g,... numerische Funktionen mit demselben Definitionsbereich X und
sei A(f,g,...) eine Aussage iiber f,g....

Dann steht {A(f,g,...)} fir die Menge {x € X : A(f(z),g(x),...)}.

Beispiel. Ist a € R, so steht {f < a} fiir {x : f(z) < a} = f![[~o0,a].

Nr. 240 (Satz) Kriterium fiir Messbarkeit von R-Funktionen

Sei f R—Funktion, also reelle oder numerische Funktion mit linker o-Algebra 2A. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist streng messbar

2. f ist messbar

3. FiralleacRgilt {f >a} e
4. Firallea e R gilt {f >a} €A

5. Firallea e Rgilt {f <a} €U

6. Fiir allea € R gilt {f <a} €A

Beweis. Zu (1) < (2) siehe Satz 227 und zur Aquivalenz von (2) bis (6) [Els 99, Satz 4.2,
S. 105]. m
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Nr. 241 (Satz) Schluss auf messbare Mengen mittels messbarer R-Funktionen

Sei f messbare reelle oder messbare numerische Funktion, und
sei g ebenfalls messbare reelle oder numerische Funktion,
wobei beide Funktionen dieselbe linke o-Algebra 2 haben. Dann gilt:

{f<gh, {f <g}, {f =9} und {f # g} von X sind Elemente von 2.

Beweis. Siehe [Coh 80, Proposition 2.1.2., S. 49-50|. H

Nr. 242 (Satz) Kompositionskriterium fiir Messbarkeit von Funktionen

Sei X Messraum oder topologischer Raum und Y = (Y,9y) metrisierbarer topologi-
scher Raum. Dann gilt fiir mafstheoretische Funktionen f: X — Y:

f ist messbar < fiir jede stetige Funktion g : Y — (R, 9) ist g o f messbar.

Beweis. Siehe [Coh 80, Lemma 8.1.7, S. 257|.

Nr. 243 (Satz) Strenge Messbarkeit von Funktionen, die aus Funktionenfolgen
messbarer R-Funktionen gebildet werden

Sei (fn)pemn Folge von messbaren R-Funktionen mit gleichem Definitionsbereich X .

SUPp>0 fn(2) Supp>o fn(x)
inf,,>0 fn(2) inf,,>0 fn(z)
Sei fiir v € X stets { limsup fo(z) €R. Dannist { limsup f,(z) streng messbar.
liminf f,(x) liminf f,
lim f,(z) lim f),

(falls R = R, trifft die Voraussetzung aufer fiir lim f,,(z) trivialerweise immer zu).

Sei (fn)neq1,..ny endliche Folge von messbaren R-Funktionen.
Dann sind max {fi,..., fn} und min{fi,..., f,} streng messbar.

Beweis. Wegen Satz 227 ist nur die Messbarkeit zu zeigen. Hierzu siehe [Els 99, Satz 4.3 und
44, S.105-106|. ®
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Messbarkeit s messbarer .
Nr. 244 (Satz) strenge Messbarkeit 4€r Grenzfunktion . o=/ CF  Funktionen
Sei X = (X,21) Messraum oder topologischer Raum
und Y = (Y, 9Dy) metrisierbarer topologischer Raum.

: messbarer . . . . .
Sei (f,) Folge streng messbarer Tunktionen von X in Y, die punktweise konvergiert.

messbar
streng messbar’

Dann ist die Grenzfunktion f := lim,_., f, ebenfalls

Beweis. Fiir die obere Lesart siehe [Coh 80, Proposition 8.1.8., S. 257|, fiir die untere [Coh 80,
Proposition E.1., S. 350|. W

Nr. 245 (Satz) Messbarkeitskriterium fiir mehrdimensionale Funktionen
Sei X Messraum oder topologischer Raum und n € N®.

. : messbar
f P A — K" ist streng messbar
< fiir jedesi € {1,...,n} ist f; : X — R

messbar
streng messbar*

Beweis. Wegen Satz 227 ist auf beiden Seiten die Messbarkeit zur strengen Messbarkeit dquiva-
lent, und wir brauchen nur die obere Lesart des Satzes zu beweisen. Zum Beweis dieser Lesart
siehe |Els 99, Sétze 4.5 und 4.6, S. 106|. ®

Nr. 246 (Satz und Def) Die kanonische Bijektion zwischen R?" und C" und ihre
strenge Messbarkeit
Als kanonische Bijektion von R?™ in C" bezeichnen wir die Funktion F: R?*" — C" mit

\ (Il, ... ,xgn) € R2n F((Il, ... ,I‘Qn) = (:L’l +ix9,...,Ton_1 + i:Egn).
Sei G die Umkehrfunktion der trivialerweise bijektiven Funktion F'.

F und G sind streng messbar.

Beweis. Zur Messbarkeit. F'und G sind stetig, also nach Satz 235 messbar. Die strenge Messbar-
keit folgt nun sofort aus Satz 227. B
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Nr. 247 (Satz) Messbarkeitskriterium fiir komplexe Funktionen

Sei f : X — C komplexe Funktion. Dann ist dquivalent:
1. f ist messbar
2. Ref: X — R und Im f: X — R sind messbar.

Zusatz. In (1), (2) oder beiden Sétzen darf man ,messbar durch ,streng messbar® ersetzen.

Beweis. Bezeichne g die maftheoretische kanonischen Bijektion von R? in C (gemiif Def 246).
Aus (1) folgt (2). Wegen Satz 246 und 237 ist dann g~' o f: X — R? messbar.

Wegen Satz 245 ist dann auch die Komponentenfunktion (pr; o g7' o f): X — R messbar,
und diese ist = Re f. Analog ist Im f messbar.

Aus (2) folgt (1). Sind Re f und Im f messbar, so nach Satz 245 auch F' := (Re f,Im f), also
auch nach Satz 237 auch g o F' messbar. Es ist aber go F' = f.

Der Zusatz folgt aus Satz 227. B

Nr. 248 (Satz) Messbarkeitskriterium fiir K-Funktionen

Sei f: X — (K,DK) eine K-Funktion. Dann ist dquivalent:
1. f ist messbar

2. Ref: X — (R,O) und Im f: X — (R, O) sind messbar

Zusatz. In (1), (2) oder beiden Sétzen darf man ,messbar durch ,streng messbar® ersetzen.

Beweis. Der Fall K = C ist durch den letzten Satz erledigt. Im Fall K = R oder = R aber
ist Re f = f und Im f eine konstant auf 0 abbildende und somit streng messbare Funktion.
Daher ist die Behauptung dann trivial. B

Nr. 249 (Satz) Bewahrung der Messbarkeit bei Ubergang zur Norm

1. Sei Y von einem normierten Vektorraum induzierter topologische Raum

und f: X — Y messbar. Dann ist auch || f||: X — R messbar.

2. Sei g: X — K messbar. Dann ist auch ||g||: X — R messbar.

Beweis. Die Normfunktion n: Y — (R, 9) bzw. n: (K, Op) — (R, Oy ) ist stetig, daher nach
Satz 235 messbar. Wegen ||f|| = no f bzw. ||g|| = n o g folgt die Behauptung aus Satz 237. B
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Nr. 250 (Satz) strenge Messbarkeit von Summe, Produkt, Konjugation, Real-
Imaginirteil und Betrag von K-Funktionen

Seien f,g messbare K-Funktionen mit Definitionsbereich X, und \, i € K.

f+g, af —f, fg, f, Ref, Im f und |f| sind streng messbar

Beweis. Wegen Satz 227 geniigt es, die Messbarkeit zu beweisen. Hierbei geniigt es, die Messbar-
keit von f+ g und fg zu beweisen. Aus der Messbarkeit f, g sowie fg und f + g folgt ndmlich
sofort auch die von af, insbesondere die von (—1)f = —f und dann die von f — g. Dass
|f],Re f und Im f messbar sind, folgt aus Satz 249 bzw. Messbarkeitskriterium fuer hat mK-
Funktionen, und schlieblich ist dann auch Re f — Im f = f messbar. Somit bleibt nur die
Messbarkeit von f + g und fg zu zeigen.

Im Fall K = K folgt zuniichst nach dem Messbarkeitskriterium Satz 245, dass (f,g) messbar
ist, also ist die Komposition dieser Funktion mit der stetigen (und darum nach Satz 235
messbaren) Addition bzw. Multiplikation nach Satz 237 messbar, das heift f 4+ g und fg ist
messbar.

Zum Fall K = R siehe [Els 99, Satz 4.7 und 4.8, S. 106-107]. W

Nr. 251 (Satz und Def) Positiv- und Negativteil /T und f~
Fiir numerische oder reelle Funktionen f definieren wir:

fti=max{f,0} > 0 bzw. f~ := (—f)" = max{—f,0} heikt Positivteil bzw. Negativteil
von f.

Trivialerweise gilt stets f = f* — f~und |f| = f* + f~.

Nr. 252 (Satz) Positiv/Negativteil-Kriterium fiir Messbarkeit

1. Eine R-Funktion f ist genau dann messbar,

wenn ihr Positivteil f* und ihr Negativteil f~ messbar ist.

2. Eine komplexe Funktion f ist genau dann messbar,

wenn (Re f),(Re f)~, (Im )", (Im f)~ messbar sind.

3. Eine K-Funktion f ist genau dann messbar,

wenn die vier Funktionen (Re f)* und (Im f)* messbar sind.

Beweis (vgl. [Els 99, Korollar 4.10 und 4.11, S. 107]). Zu (1) =. Ist f messbar, so nach Satz

137



KAPITEL 9. MAS-INTEGRAL 9.5. MESSBARE FUNKTIONEN

250 auch —f, also nach Satz 243 auch max{f,0} = f* und max{—f,0} = f~. <. Sind f*
und f~ messbar, so nach Satz 250 auch f* + f~ = f.

Zu (2). Dies folgt aus (1) und Satz 247.

Zu (3). Dies folgt aus Satz (1) und (2). H

Nr. 253 (Def) M, 9t und M™

Sei & Messraum oder topologischer Raum, ebenso ).

M(X,Y) ={f: fist messbare Funktion von X in )V}
M(X,Y) :={f: fist streng messbare Funktion von X in Y}
MFT(X,R) :={f € M(X,R) : f ist nichtnegativ}

Bem. Ist ) separabler halbmetrischer Raum, so ist M(X,)) = 9(X,Y) (vgl. Anhang, Satz 352(4))
und somit MT(X,R) auch = {f € M(X,R) : f ist nichtnegativ}. Insbesondere ist also

MX,K) = MX,K) und
MFT(X,R) = {feMX,R) : fist nichtnegativ}.
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9.6 Maltheoretische Treppenfunktionen

Nr. 254 (Def) Einfache Funktionen

Eine maftheoretische Funktion mit Werten in einem Hausdorffraum heifit einfach
genau wenn sie nur endlich viele Werte annimmt.

Nr. 255 (Satz und Def) mafitheoretische Treppenfunktion; 7,, und 7,
Seien X, Y Messraume (oder damit identifizierte Rdume) und f: X — .

f ist mafitheoretische Treppenfunktion < f ist einfach und messbar.
Tm(X,Y) = {f : f ist maktheoretische Treppenfunktion von X in YV}
TH(AX,R) = {f € T,,(X,R) : f ist nichtnegativ}

Bem. Die mafitheoretischen Treppenfunktionen sind von den in Def 118 definierten |[- und [[-
Treppenfunktionen zu unterscheiden.

Ein Zusammenhang zwischen diesen Objekten wird in Satz 342 beschrieben.

Nr. 256 (Satz) Aquivalenz von Messbarkeit und strenger Messbarkeit bei
einfachen Funktionen

Fiir einfache Funktionen f gilt: f ist messbar < f ist streng messhar

Beweis. Spezialfall von Satz 233. B

Nr. 257 (Satz) strenge Messbarkeit mafttheoretischer Treppenfunktionen

Jede maftheoretische Treppenfunktion ist streng messbar.

Beweis. Sie ist messbar per Def, und dann wegen Satz 256 streng messbar. B
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Nr. 258 (Def) verallgemeinerte charakteristische Funktion

Seien X Menge, sei A C X und seien y1, yo seien beliebige Elemente einer Menge Y.

fallsx € A
Dann heifsit die Funktion x4, x,y; 901 X — Y mit Vo € X x4 x40 (%) := Yy .
Yo sous

charakteristische Funktion von A beziiglich Grundmenge X und Indikatoren yi,ya.
Im Fall yo # y1 sprechen wir von einer eigentlichen charakteristischen Funktion.

Im Fall 1 = 1 und yo = 0 ist x4 ,x,y,,4 Offenbar die gewthnliche charakteristische Funktion
von A beziiglich Grundmenge X.

Nr. 259 (Satz) Charakteristische Funktionen als Treppenfunktionen

Seien X Messraum oder topologischer Raum.
Sei Y topologischer Raum und y1,y2 € Y.

Messraum . seine o-Algebra
Falls & topologischer Raum’ sei A die Menge seiner Borelmengen und A € 2L
Dann ist die charakteristische Funktion x := Xa,X,y 4. 1reppenfunktion (die gewchnliche
charakteristische Funktion mit ) = R, y1 = 1, yo = 0 also nichtnegative Treppenfunktion)
und als solche streng messbar.

Beweis. Als erstes nehmen wir an, dass eine eigentliche charakteristische Funktion vorliegt, also

y1€B ANy ¢ B Aedl
B A B CAen

y1 # yo ist. Dann gilt fiir alle B C Y: wenn ¢ Yo € so x Y[B] = <
yweEBANyeB Xed

Yo¢B Ny ¢B heu

Somit ist xy messbar. Als zweites sei y; = yo. Dann ist x konstant und daher nach Satz 228
ebenfalls messbar.

Da x aufker y; und yp keine weiteren Werte annimmt, liegt eine Treppenfunktion (und da-
mit nach Satz 257 eine streng messbare Funktion) vor, die im Fall Y = R, y; = 1,y90 = 0
trivialerweise nichtnegativ ist. B
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Nr. 260 (Satz) Eigenschaften reellwertiger Treppenfunktionen

. Messraum die o-Algebra
Sei X topologischer Raum und A die Menge der Borelmengen von X.

Stehe Ty, fiir T,,(X,R) und 7, fiir 7,,(X,R).
1. 7T, ist ein R-Vektorraum,
mit f,g € T, und o € R ist auch f + g, fg,af, max {f, g}, min{f, g}, |f| € Tm,
und mit f,g € T, und a € RZY ist auch f + g, fg,af € T,F.

2. Sei f € T, und f[X] ={ai,...,an} mit paarweise verschiedenen ay,. .., an.
Dann sind die Mengen A;j := f~'[{a;}] fiir j € {1,...m} Elemente von A
und bilden eine Partition von X.

3. Jedes f € Ty, hat eine Darstellung f = > /" aixa,, wobei die oj € R sind
und die A; Elemente von 2 sind, die eine Partition von X bilden.

Fiir jedes f € T, kann dabei noch a; € R0 gefordert werden.
4. Sind B1,...,Bm € Rund By,...,By, €A, soist g :=> 1", BixB; € Tm,

und wenn die 3; € RZ? sind, ist g sogar ein Element von T, .

Beweis. Zu (1). Trivialerweise ist Abb(X,R) mit der punktweisen Addition und Skalarmulti-
plikation ein R-Vektorraum, und 7, ist ein Untervektorraum hiervon.

Zu (2). Es gibt zu a; mindestens ein € X mit f(z) = a; (sonst wire a; ¢ f[X] ), also ist
z € f~'[{a;}] = A; und A; nichtleer. Die 4; sind disjunkt, da es wegen der Verschiedenheit
der a; zu jedem = € X genau ein ¢ gibt mit f(z) = a;, das heilt mit x € A;. SchlieRlich ist
die Vereinigung der A; gleich X, denn zu jedem x € X gibt es ein ¢ mit f(x) = a;, also mit
x € A;. Bleibt zu zeigen, dass jedes A; zu A gehort. Das gilt, weil f messbar ist und

{a;} = N2y laj + L,ai[ = N2 {a;} Ula; + 1, a;] € B ist (vgl. Sitze 192, 178 und 176).

Zu (3). Dies gilt wegen (2), wenn man als A; die Mengen f~![{a;}] nimmt, wobei die a; die
endliche vielen von F' angenommenen Werte sind.

Zu (4). Wh(f) ist endlich; fiir B € 2 ist xp nach Satz 259 ebenfalls messbar. Wegen Satz 250
ist dann auch f messbar. B
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Nr. 261 (Satz) Charakterisierung der Messbarkeit von R-Funktionen
mittels R-Treppenfunktionen

Sei f eine R-Funktion mit Definitionsbereich X, sei M = M(X,R), Mt = MT(X,R),
Tm = T (X,R) und 7,7 = 7,7 (X,R). Dann gilt:

1. Ist f nichtnegativ, so gilt
f € Mt & esgibt eine Folge (uy,) in 7,7 mit u, T f
2. Ist f messbar und hat f eine reelle untere Schranke,

so gibt es eine Folge (uy,) in T, mit uy, T f

3. Ist f messbar und beschrinkt,

so gibt es eine gleichméfig konvergente Folge (uy) in T,, mit u, 1 f

4. Ist f € M, so gibt es eine Folge (uy,) in T, die gegen f konvergiert.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 4.13 und Korollar 4.14, S. 108]. &

Nr. 262 (Satz) Charakterisierung der strengen Messbarkeit
mittels mafstheoretischer Treppenfunktionen

Sei X Messraum oder topologischer Raum und
sei Y von einem Banachraum induzierter topologischer Raum und f: X — ).

f ist streng messbar

< Es gibt eine Folge (f,) maftheoretischer Treppenfunktionen f;: X — ),
die punktweise gegen f konvergiert,

so dass fiir alle Indizes n und alle x € X gilt || fu(x)|| < ||f(2)].

Beweis. Siehe [Coh 80, Proposition E.2.; S. 351]. &

Als Korollar folgt aus dem letzten Satz, dass M(X, V) (X Messraum und Y Banachraum) eine
lineare Teilmenge des Vektorraums Abb(X,)) bilden:

Nr. 263 (Satz) Linearitit der strengen Messbarkeit

Sei X = (X, ) Messraum, ) K-Banachraum, und \ € K. Dann gilt:

Sind f,g: X — Y streng messhar, so sind auch A\f und f + g streng messbar.

Beweis. Siehe [Coh 80, Corollary E.3.].
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9.7 Das v-Integral nichtnegativer reellwertiger
Treppenfunktionen

Vereinbarung: X, %, v, Tp,, 7,7, M, M™ in den folgenden Abschnitten

Von jetzt an bezeichne X einen Messraum oder einen topologischen Raum.
Im ersten Fall sei 2 die o-Algebra von X und im zweiten die Menge der Borelmengen von X.
Weiter bezeichne v ein Mak auf X, so dass (X, 2, v) ein Makraum ist.

Tm Tm (X, R)

+ T (X, R

Schliefilich bezeichne < ~™  die Menge ¢ ™ ( " )
M(X,R)

M+ MT(X,R)

Nr. 264 (Satz und Def) v-Integral von Funktionen aus 7,}

Jedes f € 7, hat gemih Satz 260(3) eine Darstellung
=20 aixa mitVia, e RZO A A, € AN {A; i€ {l,...,n}} Partition von X.

Hat f zwei solche Darstellungen, also

f = Z?:l XA, = Z?lzl /ngBj mit V Z7] O[],ﬁ] € RZO A AJ’BJ € Qla

wobei {4; : i€ {1,...,n}}und {B; : j € {1,...,m}} Partitionen von X sind, so gilt
>ty ajv(Ay) =370, Biv(B;),

so dass wir definieren konnen:

[ fdv (lies: v-Integral von f) :=>" ; a;v(4;). Esist [ fdv stets € [0, 0]

Beweis. Zur Gleichheit der Summen bei verschiedenen Darstellungen von f siehe [Bau 89,
Lemma 10.2, S. 62-63]. Da jeder Summand € [0,00] ist, gilt dies schlieklich auch fiir die
Summe. W

Nr. 265 (Satz) Das v-Integral charakteristischer R-Funktionen

Fir A e A gilt [ xadv =v(A). Hinweis. Vgl. hierzu Satz 303.

Beweis. Wegen x4 = 1xa + Oxgya, folgt [ xadv = 1v(A) + 0v(CA) =v(A). B
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Nr. 266 (Satz) Eigenschaften des v-Integrals
nichtnegativer reellwertiger Treppenfunktionen

Fiir f,g € 7,7 und X\ € R2 ist trivialerweise auch f + g und \f € 7,7+
und es gilt:

1. (nichtnegative Homogenitét) JAfdv=X[fdv
2. (Additivitéat beziiglich Integrand) JAXf+g)dv=[fdv+ [gdv

3. (Isotonie) f<g = [fdv< [gdv

Beweis. Siehe [Bau 89, Aussagen (10.5) bis (10.7), S. 64-65|. B

Nr. 267 (Satz) Allgemeine Formel fiir das v-Integral
nichtnegativer Treppenfunktionen

Sei f: X — R die nichtnegative Treppenfunktion Y ;" | a;x4,,
wobei Vi€ {1,...,n} A; € AN a; € RZO
(aber die A; nicht notwendigerweise eine Partition von X bilden).

Jfdv=37" aw(A)

Beweis. ffdu = > e a’ifXAi

i aiv(4;). |
Satz 266(1) und (2) iz @iv(4y)

Sat=265

Nr. 268 (Lemma) Isotonie-Lemma

Sei (uy,) isotone Folge von Funktionen u,, € 7,7 und sei v € T,I.

v < limy, o0 Uy = f vdr < limy,_ fun dv

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 2.1, S. 121|. B
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9.8 Das v-Integral nichtnegativer messbarer Funktionen

Nr. 269 (Satz und Def) v-Integral von Funktionen aus M™
Fiir f € M™ gibt es geméf Satz 261(1)
eine Folge (u,) von Treppenfunktionen aus Tnf g it up T f.

Dann strebt ( [ u, dv) gegen eine Zahl aus [0, o],
und wenn es zwei solche Folgen (u,) und (vy,) gibt, so ist lim, oo [ up dv = lim, o0 [ v, dv,

so dass wir definieren kénnen:
[ fdv (lies. v-Integral von f) :=lim, o [vpdr € [0,00]. Esist [ fdv stets € [0, c0].

Bem. Da die nichtnegativen numerischen Treppenfunktionen f messbar sind, haben wir fiir diese
nun zwei Definitionen ihres v-Integrals, aber die neue Definition weist ihnen als v-Integral wieder ihr

bereits zuvor definiertes Integral zu: denn fiir die konstante Folge (f), oy gilt f T f.

Beweis. Zur Gleichheit der Grenzwerte siehe [Els 99, Korollar 2.2, S. 122]. Der Grenzwert ist
nichtnegativ, weil jedes Glied [ u, dv der Folge nach Satz 264 nichtnegativ ist. B

Nr. 270 (Satz) Eigenschaften des v-Integrals nichtnegativer
numerischer Funktionen

Fiir f,g € M* und A\ € R20 ist g + g sowie \f Element von M*, und es gilt:
1. (nichtnegative Homogenitét) JAfdv=X][fdv
2. (Additivitét beziiglich Integrand) [(f +¢)dv = [ fdv+ [gdv
3. (Isotonie) f<g = [fdv< [gdv

Beweis. Siehe [Els 99, Folgerungen 2.4, S. 122-123]. &

Nr. 271 (Satz) Integral konstanter nichtnegativer Funktionen

Sei f : X — R eine konstant auf aR>" abbildende Funktion.
Dann ist f € M" und [ fdv = av(X).

Ist insbesondere f die Funktion mit konstantem Wert 0, so gilt [ fdv = 0.

Beweis. Wegen f = axx folgt mit Sitzen 265 und 270, dass [ fdv=a [ xxdv=av(X). R
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Nr. 272 (Satz) Charakterisierung von v-Nullmengen
mit v-Integralen nichtnegativer numerischer Funktionen

Fiir f € M™" gilt: {f > 0} ist v-Nullmenge < [ fdv =0

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 2.6, S. 123]. R

Nr. 273 (Satz) Satz von der monotonen Konvergenz

Sei (fy) isotone Folge von Funktionen f, € M™.

limy, oo fp ist Funktion von X in R mit [(lim, oo fn) dv = limy, oo [ fn dv.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 2.7, S. 124]. &

Nr. 274 (Satz) Vertauschung von Integral und Summenzeichen
fiir v-Integrale nichtnegativer numerischer Funktionen

Sei (fyn) Folge von Funktionen f, € M*. Dann gilt: [(3 02 fo)dv =>0" [ fndv

Beweis. Siehe [Els 99, Korollar 2.8., S. 124]. B

Nr. 275 (Satz) Lemma von Fatou

Sei (f,) eine Folge von Funktionen aus M™.
Dann ist iminf,, . f,, € M und [(liminf, . f,) dv <liminf, . [ f, dv.

Beweis. Siehe [Els 99, Lemma 5.1, S. 143]. &
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9.9 v-Integrierbarkeit und das v-Integral v-integrierbarer
K-Funktionen

Nr. 276 (Def) v-Integrierbarkeit von K-Funktionen

Eine Funktion f: X — K ist v-integrierbar
i< f ist messbar und die v-Integrale der vier Funktionen (Re f)*, (Im f)* sind alle < oo

Bem. Ist f messbar, so ist die vier genannten Funktionen nach Satz 248 Elemente von M, wegen
der Nichtnegativitit also € M, so dass die Integrale nach Satz 269 Elemente von [0, o] sind. Die
Forderung, dass sie < oo sind, ist also Aquivalent zu der Forderung, dass sie zu RZ° gehéren.

I, X,K) = {f : f: ¥ — (K, D) ist v-integrierbar}, wkM sei das Z(v) oder Z.

Nr. 277 (Satz) Kriterium fiir v-Integrierbarkeit von Funktionen aus M™*
Sei f € M.

1. (Ref)™ = f und (Ref)” = (Im f)* = (Im f)~ hat den konstanten Wert 0

2. [(Ref)"dv=[(Imf)"dv= [(Inf)"dv=0< o0

3. f ist v-integrierbar < [ fdv < oc.

Beweis. (1) ist trivial. (2) folgt aus (1) unter Beachtung von Satz 271.
Zu (3). = folgt wegen f = (Re f)" aus Def 276. < folgt wegen (2) und f = (Re f)™ . 1

Nr. 278 (Def) v-Integral v-integrierbarer K-Funktionen
Sei f € T,(X,K).

[ fdv (lies: v-Integral von f)
= J(Re ) dv— [(Re f)” dv+i(f(lm f)* dv — [(Im f) dv) € K

Bem. Auf der rechten Seiten dieser Definition stehen die schon zuvor definierten v-Integrale nicht-
negativer messbharer Funktionen.

Fiir die v-integrierbaren Funktionen f aus M™ (das sind nach Satz 277(3) genau die Elemente von
M, deren schon zuvor definiertes v-Integral < oo ist), haben wir nun zwei Definitionen ihres v-
Integrals, aber die neue Definition weist wegen Satz 277(2) diesen Funktionen als v-Integral wieder
ihr bereits zuvor definiertes Integral zu.
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Nr. 279 (Satz) v-Integrierbarkeit und vr-Integral konstanter K-Funktionen im
Fall v(X) < o0

Ist f: X — K konstant auf a € K abbildende Funktion mit v(X) < oo, so ist
[ v-integrierbar und [ f dv = av(X). Bem. Dieser Satz wird durch Satz 304 verallgemeinert.

Beweis. f ist messbar (Satz 228), und die Funktionen (Re f)* sowie (Im f)* sind konstante
Funktionen aus M™*(X,R), wobei gilt:

0<Rea = VzeX (Ref)"(z) =Reaund (Re f)” =0,
Rea<0 = Vze X (Ref)"(z) =0 und (Re f) (z) = — Rea,
0<Ima = VzeX (Imf)"(z) =Imaund (Im f)~ =0,
Ima<0 = VzeX (Imf)T(z) =0 und (Im f)"(z) = —Ima.

Wegen der Formel in Satz 271 und weil v(X) < oo ist, sind die v-Integrale der genannten
Funktionen < co. Also ist f v-integrierbar, und es folgt mit Satz 271 gemaft Def 278:

0<Rea A 0<Ima = [fdv=v(X)Rea—0+i(v(X)Ima—-0) =av(X),
Rea<0 A 0<Ima = [fdvr=0--v(X)Rea+i(v(X)Ima—0) =av(X),
0<Rea A Ima<0 = [fdv=v(X)Rea—0+i(0——v(X)Ima) =av(X),
Rea<0 A Ima<0 = [fdvr=0--v(X)Rea+i(0— —v(X)Ima)=av(X). B

Nr. 280 (Satz) v-Integrierbarkeit und Positiv— sowie Negativteil

Sei f: X — R. Dann sind folgende Aussagen équivalent:
1. f ist v-integrierbar
2. f ist messbar und [ f*, [ f~ sind < 00

3. fT und f~ sind v-integrierbar

und Fall der v-Integrierbarkeit gilt: f fdv= f frdv— f f-dv eR.

Beweis. (1) ist dquivalent zu (2). Dies folgt aus Def 276, da Re f = f und (Im f)* konstant
auf 0 abbildet, so dass [Im f)*dv =0 < oc.

(2) ist dquivalent zu (3). Denn f* und f~ sind R-Funktionen, wobei (f7)* = f*, (f7)* = f~
und (7)™ sowie (f7)~ konstant auf 0 abbilden, also [(fT)”dv = [(f7)” dv =0 < oo. Somit
ist wegen der Aquivalenz von (1) und (2) die Funktion f* bzw. f~ genau dann v-integrierbar,
sie messbar ist und inf fTdv < co bzw. [ f~dr < oo gilt. Da die Messbarkeit von f* und
f~ zugleich nach Satz 252 dquivalent zur Messbarkeit von f ist, sind daher f* und f~ genau
dann zugleich v-integrierbar, wenn f messbar und [ f* dv sowie [ f~ dv kleiner oo ist.

Im Fall der v-Integrierbarkeit folgt nun die Formel [ fdv = [ fTdv — [ f~ dv aus Def 278

wegen Re f = f und [Im f)fdv = 0. Wegen Satz 269 sind [ f~dv und [ f*dv Elemente
von [0, o0], wegen Satz 280(2) also Elemente von R=?. Da mit ist [ fdv € R. B
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Nr. 281 (Satz) v-Integrierbarkeit und Real- sowie Imaginiirteil

Eine Funktion f: X — K ist v-integrierbar < Re f und Im f sind v-integrierbar
und im Fall der v-Integrierbarkeit gilt: [ fdv = [ Refdv +i([Im fdv).

Auberdem ist Re([ fdv) = [Re fdv und Im([ fdv) = [Im f dv.

Beweis. Zuniichst zur behaupteten Aquivalenz:

f ist v-integrierbar
f ist messbar und (Re f)*, (Im f)* < oo

Re f ist messbar und (Re f)* < oo und Im f ist messbar und (Im f)* < oo

&
Def 276

=4
Satz 248
Re f und Im f sind v-integrierbar.

Sat?280
Sind nun die genannten Funktionen v-integrierbar, folgt aus den Formeln in Def 278 und
Satz 280, dass [ fdv = [Re fdv +i(fIm fdv). Da [Re fdv und [Im fdv nach Satz 280
reelle Zahlen sind, folgt aus der Darstellung [ fdv = [Re fdv+4([ Im f dv) schlieflich, dass
Re([ fdv) = [Re fdv und Im([ fdv) = [Im fdv. B

Nr. 282 (Satz und Def) v-Quasiintegrierbarkeit von R-Funktionen

Eine Funktion f: X — R ist v-quasiintegrierbar
=4
f ist messbar und mindestens eines der beiden Integrale [ f * ist kleiner als co.

Jedes f € M ist v-quasiintegrierbar.
Ebenso ist jede v-integrierbare R-Funktion erst recht v-quasiintegrierbar.

Beweis. Die erste Behauptung folgt, da f~ konstant auf 0 abbildet, also [ f~ dv =0 < oo gilt
(Satz 271). Die zweite Behauptung ist trivial. B

Nr. 283 (Def) v-Integral v-quasiintegrierbarer R-Funktionen
Sei f1 X — R v-quasiintegrierbar.
[ fdv (lies: v-Integral von f) := [ fTdv— [f~dv

Bem. Allen Funktionen aus M™ und allen v-integrierbaren R—Funktionen, die nach Satz 282 quasi-
integrierbar sind, weist diese Definition erneut ein v-Integral zu, aber dieses stimmt mit dem zuvor
definierten iiberein (fiir f € M™ beachte fT = f und dass f~ konstant auf 0 abbildet, so dass
J f~ dv = 0 ist; fiir v-integrierbares f beachte Satz 280).
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Nr. 284 (Satz) v-Quasiintegrierbarkeit und v-Integral konstanter R-Funktionen

Jede konstant auf a € R abbildende Funktion f: X — R
ist v-quasiintegrierbar mit [ f dv = av(X).

Beweis. f ist messbar (Satz 228), und es ist eine der Funktionen f* die konstant auf 0 ab-

bildende Funktion N von X in R, fiir welche [ N dv e Ov(X) = Ooco gilt. Daher ist f
atz

v-quasiintegrierbar. Ist a > 0, so ist f € M™, also folgt bereits aus Satz 271, dass [ fdv =
av(X). Ist a <0, so0 ist f+ = N, wihrend f~ € M™ ist und konstant auf das positive —a ab-

bildet. Daher folgt [ fdv o [ffdv—[fdv=0-[—adv a1 0——av(X) = av(X).
|

Nr. 285 (Satz) Aquivalenzsatz fiir Integrierbarkeit von K-Funktionen

Fiir f: X — K sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist v-integrierbar
Re f und Im f sind v-integrierbar

(Re f)* und (Im f)* sind v-integrierbar

N

Es gibt v-integrierbare Funktionen p,q,r,s € Mt mit f =p—q+i(r — s)

5. f ist messbar und es gibt v-integrierbares g € M mit |f| < g

6. f ist messbar und |f| v-integrierbar

Beweis. Siehe |Els 99, Satz 3.3, S. 129|. B

Nr. 286 (Satz) Bewahrung der v-Integrierbarkeit beim Ubergang zu min und max

Sind f,g: X — R v-integrierbar, so auch max(f, g) und min(f, g) v-integrierbar.

Beweis. Siehe |Els 99, Korollar 3.5, S. 129]. B

Nr. 287 (Satz) Linearitét des v-Integrals von K-Funktionen

Fiir v-integrierbare Funktionen f,g: X — K v-integrierbar und o € K sind auch
[+ g und af v-integrierbar mit [(f+g)dv= [ fdv+ [gdv und [afdv=a [ fdv.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 3.6, S. 129-130|. ®
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Nr. 288 (Satz) Hinreichendes Kriterium fiir Integrierbarkeit von K-Funktionen

Sei f: X — K. Ist f messbar, beschrinkt und v({f # 0}) < oo, so ist f v-integrierbar.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 3.11, S. 131-132]. &

Nr. 289 (Satz) v-Integrierbarkeit und v-Integral der konstant auf 0 abbildenden
K-Funktion

Die Nullfunktion f: X — K mit ¥V « € X f(z) = 0 ist v-integrierbar mit J fdv=0o.

Hinweis. Vgl. hierzu Satz 279, mit dem der hier vorliegende Satz noch nicht bewiesen ist, da hier
v(X) = oo zugelassen ist.

Beweis. Nach Satz 228 ist f messbar, trivialerweise ist f beschrinkt und es gilt v({f # 0}) =
v(0)) = 0 < oco. Daher folgt aus SatzHinreichendes Kriterium fuer Integrierbarkeit von hat

mK-Funktionen, dass f v-integrierbar ist.
Da nun f = 0f, folgt aus Satz 287, dass [ fdu= [0fdv=0[fdv=0. 1

Nr. 290 (Satz) Monotonie fiir v-Integrale von R-Funktionen

Sind f,g: X — R v-quasiintegrierbar und f < g, soist [ fdv < [gdv

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 3.7, S. 131]. &

Nr. 291 (Satz) Integralungleichungen fiir v-Integrale von K-Funktionen

Ist f: X — K v-integrierbar, so ist [ fav < [|f|dv

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 3.8, S. 131]. &

Nr. 292 (Def) v-fast iiberall bestehende Eigenschaften
Sei E(z) eine fiir x € X definierte Eigenschaft und v Mafs auf einer o-Algebra 2 {iber X.

E(z) besteht beziiglich des Mafes v iiber X fast iberall (wkM vx-f.ii. oder v-f.ii. oder f.ii.)
:& es gibt eine v-Nullmenge N, so dass V 2 € CN E(z) gilt.
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Nr. 293 (Satz) v-integrierbare K-Funktionen sind v-f.ii. endlich

1. Fiir integrierbare K-Funktionen f gilt |f(z)| < oo v-Lii.

2. Fiir integrierbare R-Funktionen ist —oo < f(z) < oo v-£.i.

Beweis. Zu (1) siehe [Els 99, Korollar 3.4, S. 129].

Zu (2). Fiir R-Funktionen sind (1) und (2) dquivalent. B

Nr. 294 (Satz) Integralkriterium fiir Funktionen, die f.ii. Null sind

Sei fe M. [fdv=0 & f(z)=0 v-Lii.

Beweis. Nach Satz 272 ist [ fdv genau dann = 0, wenn die messbare Menge N := {f > 0}
eine v-Nullmenge ist. Da f(x) stets nichtnegativ ist, gilt fiir alle z € CN, dass f(z) = 0. Ist
also N eine v-Nullmenge, so ist f(x) = 0 v-f.i. Ist umgekehrt f(z) = 0 v-f.ii. vorausgesetzt,
so gibt es eine v-Nullmenge M, so dass f(x) = 0 fiir alle x € CM. Es ist dann N C M, so das
wegen Satz 202 auch N eine v-Nullmenge ist. B

Nr. 295 (Satz) Ubertragung von fast iiberall bestehenden Relationen zwischen
quasiintegrierbaren Funktionen auf ihre v-Integrale

Seien f,g v-quasiintegrierbare Funktionen mit Definitionsbereich X .

1. f(z) < g(z) vx-fast iiberall = [ fdv < [gdv

2. f(z) = g(x) vx-fast iiberall = [ fdv= [gdv

Beweis. Siehe |Els 99, Satz 4.2a, S. 139-140|. &

Nr. 296 (Satz) Integrierbarkeitskriterium der Majorisierung fast iiberall

Sei f € M(X,K), und es gebe eine ,integrierbare Majorante* von f,
d. h. eine integrierbare Funktion g € M™ mit |f(z)| < g(x) v-f.ii.

Dann ist auch f integrierbar.

Beweis. Wegen (Re f)i(x)f 1f(2)] < g(z) v-fii. und (Im f)*(x) < |f(x)] < g(x) v-fii. folgt

<| <g(x
mit Satz 295, dass [(Re f)* dv < [|g|dv < oo und [(Im f)*dv < [|g| < co. B
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Nr. 297 (Satz) Ubertragung von fast iiberall bestehenden Relationen zwischen
messbaren Funktionen auf ihre v-Integrale

1. Sind f,g: X — R messbar, f v-integrierbar und f(x) < g(z) v f.ii.,

so ist g ebenso wie f v-quasiintegrierbar und [ fdv < [ gdv

2. Sind f,g: X — K messbar, f v-integrierbar und f(z) = g(z) v f.ii.,
so ist g v-integrierbar und [ fdv = [gdv

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 4.2b-c, S. 139-140]. ®

Nr. 298 (Satz) Bewahrung von Integrierbarkeit und Integral
bei Abinderung des Integranden auf Nullmengen

Sei f eine v-integrierbare Funktion f: X — K.
Sei N C X eine v-Nullmenge (so dass N und CN messbar sind).

. . der Messraum (X, ) ist .
Sei N im Fall, dass X ein topologischer Raum (X, 9O x) ist 1st,

der Untermessraum (N, % @m N)

topologische Unterraum (N, O v f N) mit Triger N und sei n: N' — K messbar.

Dann ist AM N die linke o-Algebra von n (fiir die obere Lesart trivialerweise, fiir die untere
wegen Satz 196) und wir behaupten:
f(z) fiirz e (N

Die Funktion g := ((f|CN) Un): X — K mit fiir alle z € X: g(z) :=
n(z) firze N

ist integrierbar mit fg dv = f fdv

Beweis. Dies folgt aus Satz 297(2) (g ist nach Satz 232 messbar, und f(z) = g(z) f.i.). B

Nr. 299 (Satz) Satz von der majorisierten Konvergenz fiir K-Funktionen

Sei f € M(X,K) und (f,) eine Folge von Funktionen aus M(X,K).
Sei f(z) = limy—oo fu(z) £ii. und g € MT(X,R) integrierbar mit fiir alle Indizes n:

| fu(@)| < g(z) fi.

Dann sind f und alle f, v-integrierbar (also messbar, so dass |f, — f| nach Satz 250 aus
M(X,R), also neben [ fn dv und [ fdv auch [|f, — f|dv wohldefiniert ist) und es gilt

limy, o0 [ fndv = [ fdv sowie limy, .o [ |fn — fldv = 0.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 5.2, S. 144]. &
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9.10 v-Integrierbarkeit und das v-Integral v-integrierbarer
Banachraum-Funktionen

Vereinbarung: ) in den folgenden Abschnitten

Ab jetzt sei Y ein K-Banachraum (bzw. ein von einem solchen induzierter topologischer Raum).

Zum Gegenstand dieses Abschnitts

In den letzten Abschnitten wurde das v-Integral zuniichst fiir Funktionen aus 7, (reellwertige
nichtnegative Treppenfunktionen) definiert, dann wurde der Begriff des v-Integrals zunéchst
auf Funktionen aus M™ (numerische nichtnegative messbare Funktionen) ausgeweitet, und
schlieRlich auf Funktionen aus Z(v, X K) (v-integrierbare Funktionen von & in K, also spezi-
elle Funktionen aus M(X,K)).

Hierauf aufbauend, werden nun in einem vierten und letzten Schritt auch spezielle streng
messbare Banachraum-Abbildungen von X" in ), also Elemente von 9(X,)), v-integrierbar
genannt und erhalten ein v-Integral.

Das Integral banachraumwertiger Funktionen heifst in der Literatur auch Bochner-Integral.
Es wird in den meisten einfithrenden Biichern zur Integrations- und Mafitheorie nicht behan-
delt. Neben dem grundlegenden Artikel von Bochner selbst [Boc 33| wird es unter anderem
n [Mik 78], [Cra 82, S. 199-207], [Coh 80, Appendix, S. 350-357| sowie [Lang 93, Kap. VI,
S. 111-180] (hier unter der Bezeichnung ,allgemeines Integral®) eingefiihrt, wobei wesentlich
verschiedenartige Wege beschritten werden. Ich folge hier dem Aufbau in [Coh 80].

Nr. 300 (Satz und Def) v-Integrierbarkeit von Banachraum-Funktionen;
die Menge Z(v,X,))

f: X — Y ist v-integrierbar :&  f ist streng messbar und || f|| ist v-integrierbar

Auf der rechten Seite ist mit der v- Integrlerbarkelt von || f|| die bereits erklirte v-Integrierbarkeit
von K-Funktionen (Def 276) gemeint, wobei hier K = R zu setzen ist.

Auferdem beweisen wir im Anschluss an diesen Satz, dass die Norm || e || durch eine beliebige
dquivalente Norm ||| ||| des Banachraums Y ersetzt werden darf.

Im Spezialfall Y = K haben wir nun zwei Definitionen von v-Integrierbarkeit, aber die alte
stimmt wegen Satz 227 und der Aquivalenz (1) < (6) in Satz 285 und mit der neuen iiberein.

I(v,X,Y) = {f : f: X — ) ist v-integrierbare Funktion}, wkM sei das Z(v) oder Z.

Beweis der Gleichwertigkeit der Definition mit ||| ||| statt || ® ||. Zu zeigen ist, dass unter Vor-
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aussetzung der strengen Messbarkeit von f gilt:
Il Il ist v-integrierbar < ||| f||| ist v-integrierbar

Da f streng messbar, also nach Def 226 erst recht messbar ist, ist nach Satz 249 auch || f|| sowie
[l £]Il messbar, und als nichtnegative Funktionen sind || f|| und ||| f||| Elemente von M™ (X, R).
Nach dem Kriterium Satz 277 ist also ||f|| genau dann v-integrierbar, wenn [ | f||dv < oo,
und ebenso ist ||| f|l| genau dann v-integrierbar, wenn [ || f ||| dv < oo. Zu zeigen ist somit

JIflldy < oo & [If ]I dv < oc.
Wegen der Aquivalenz der Normen gibt es ein § > 0 mit ||f|| < 6 ||| ||, also folgt nach Satz

270(1) und 270(3), dass [ || f||dv < 6 [ ||| fllldv, weshalb [ || f]|dv < oo ist, wenn [ ||| flldv < oo
ist. Also gilt <. Genauso folgt =.

Nr. 301 (Satz) v-Integrierbarkeit allgemein

Sei f: X — K oder —> Y. Dann ist dquivalent:
1. f ist v-integrierbar
2. f ist streng messbar und || f|| ist v-integrierbar
3. f ist streng messbar und [ || f|| dv < co.

4. f ist streng messbar und es gibt ein v-integrierbares g mit || f|| < g

Beweis.
(1) & (2). Falls die Werte von f im Banachraum ) liegen, gilt diese Aquivalenz per Def 300,
andernfalls gilt sie wegen Satz 227 und der Aquivalenz (1) < (6) in Satz 285.

(2) = (3). Da || f|| v-integrierbar ist, ist || f|| nach Def 276 messbar. Wegen der Nichtnegativitét
von || f]| ist also ||f]| € M™T. Aus der Integrierbarkeit von || f|| folgt daher mit Satz 277, dass
[ fdv < .

(3) = (4). Aus der strengen Messbarkeit von f folgt die Messbarkeit von f und somit nach
Satz 249 auch die von || f||, also ist ||f]| € M™. Nach dem Kriterium Satz 277 folgt also aus
JIIflldv < oo, dass f v-integrierbar ist. Daher konnen wir als ¢ die Funktion || f|| nehmen.

(4) = (2). Wegen der strengen Messbarkeit von f folgt die Messbarkeit von f und somit
nach Satz 249 auch die von ||f]|, also ist || f|| ebenso wie g Element von M™*. Wegen der v-
Integrierbarkeit von g und Satz 270(3) folgt nun [ ||f||dv < [gdr < co. Nach Satz 277 ist
daher || f|| v-integrierbar. B

155



KAPITEL 9. MAS-INTEGRAL 9.10. v-INTEGRAL AUF Z(v,X,))

Nr. 302 (Satz und Def) v-Integral v-integrierbarer einfacher
Banachraum-Funktionen

Sei f: X — Y eine einfache v-integrierbare Funktion,
deren paarweise verschiedenen Werte aq,...,a, € Y sind.
Fiiri € {1,...,n} sei A; = f~[{a;}].

Dann gilt fir alle ¢ € {1,...,n}, dass A; zur linken o-Algebra von f gehort
und dass im Fall a; # 0 gilt v(A;) < co. Wir kénnen daher definieren:

[ fdv (lies: v-Integral von f) :=> " a;v(4;) (€Y).

Bem 1. Offenbar kénnen wir in obiger Definition fiir a1, .. ., a,, auch die von 0 verschiedenen paarweise
verschiedenen Werte nehmen.

Bem 2. Im Fall Y = K haben wir nun [ f dv doppelt definiert, aber wegen f = > a;xa, ergibt sich
auch nach der alten Definition wegen Sdtzen 265 und 287 fiir das Integral der gleiche Wert.

Beweis. Da f messbar ist, gehéren die Mengen f~![{a;}] nach Satz 233 zur linken o-Algebra
2 von f, also zu Db(v). Nun ist || f|| = D_i; llaillxa,, so dass wegen Satz 260(4) folgt, dass
Il € TF. Weiter ist [ || f||dv = >1, |lail|v(A;). Wegen der vorausgesetzten Integrierbarkeit
von || f|| folgt aus Satz 277, dass >, ||a;||v(A;) < oo, daher muss fiir jedes ¢ € {1,...,n},
fiir das a; # 0 ist, v(A4;) < oo sein. B

Nr. 303 (Satz) v-Integral charakteristischer Banachraum-Funktionen

SeiAeJundyeY
und X stehe fiir die charakteristische Funktion x A xy,0 (vgl. Def 258).

Falls nun v(A) < oo gilt, ist x einfach und v-integrierbar mit [ x dv = yv(A).

Hinweis. Vgl. hierzu Satz 265.

Beweis. Die Einfachheit ist trivial. Nach Satz 259 ist y streng messbar. Sei zunéchst y # 0.
Dann ist || x|| = |ylllxa,x,1,0/, also gilt nach Satzen 265 und 266, dass [ ||x||dv = |y|v(4) < occ.
Ist aber y = 0, so ist ||y|| die konstant auf 0 abbildende Funktion, und nach Satz 271 gilt
[lxlldv = 0 < oo. In jedem Fall ist [ ||x]|dv < oo, und mit Satz 301 ist somit die v-
Integrierbarkeit von x bewiesen.

Entweder ist nun 0 der einzige Wert von X, oder y # 0 ist der einzige Wert, oder x hat genau
zwei Werte, ndmlich 0 und y.

Ist 0 der einzige Wert, so ist x '[{0}] = X, also [ xdv = 0v(X) = 0 = Ov(A).

Ist y # 0 der einzige Wert, so ist A = X und x " '[{y}] = X, also [ xadv = yv(X) = yv(A).
Ist schlieRlich y # 0 und kommen sowohl y wie auch 0 als Werte vor, so ist x ;' [{0}] = X \ A
und x ;' [{1}] = 4, also [ xa = 1(A) + (X \ A) = v(A). B
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Nr. 304 (Satz) v-Integrierbarkeit und v-Integral
konstanter Banachraum-Funktionen im Fall v(X) < 0o

Wenn v(X) < oo, ist jede konstante Funktion f : X — Y mitVz € X f(x)=a €Y
v-integrierbar mit [ f dv = av(X).

Beweis. Es ist f = xx,x,q4,a- Siche nun Satz 303. B

Nr. 305 (Satz) v-Integrierbarkeit und v-Integral
der konstant auf 0 € Y abbildenden Banachraum-Funktion

[: X —YmitVzeX f(z) =0€Y ist v-integrierbar mit [ f dv = 0.

Dies gilt auch fiir v(X) = o0, so dass dieser Satz kein Spezialfall von Satz 304 ist.

Beweis. Es ist f = Xy x 0,0 und v(#) = 0 < co. Siehe nun Satz 303. B

Nr. 306 (Satz) Integralungleichung fiir einfache v-integrierbare
Banachraum-Funktionen

Sei f: X — ) eine einfache v-integrierbare Funktion.
Per Def ist dann auch || f|| v-integrierbar und es gilt: || [ f dv|| < [ ||f]| dv

Beweis. Seien ay, ..., a, die paarweise verschiedenen Werte von f, und Vi € {1,...,n} A; =
f7'[{a;}]. Nach Satz und Def 302 sind die A; messbar und es gilt [ fdv = >0 a;v(4;).
Nun gilt ||f]| = >_r; llaillx a,. also folgt nach Satz refallgemeine Formel fuer das nu-Integral
nichtnegativer Treppenfunktionen, dass [ ||f||dv = D1, |la;||v(A;), so dass die Behauptung
wegen | X, aw(A)| < S0, Jlaw(A)] = 0, lasv(Ai) mtriffc. m

Nr. 307 (Satz) Lemma zur Linearitit des v-Integrals
von Banachraum-Funktionen

Sind f,g: X — Y v-integrierbare Funktionen und A € K,
so sind auch f + g und \f v-integrierbar.

Beweis. Nach dem Kriterium Satz 301 sind f, g messbar und es gilt
(A) []If]ldv < oo sowie [ ||g||dv < .

Wegen Satz 263 ist auch f + g und Af streng messbar, und wegen dem Kriterium Satz 301

braucht nur noch nachgewiesen zu werden, das [ ||f + g||dv < co und [ [|Af| dv < .
Wegen Satz 249 sind zunéchst || f|[, g/, |f + gl und [|Af]| Elemente von M™(X,R). Nach
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Satz 270 ist mit || f|| und ||g|| schlieflich auch || f|| + ||¢g|| Element von M™ (X, R), und wegen
If+gll < [IfIl + llg]l folgt nun:

+ g||dv < + dv dv + dv < oo.
JIf+ gl s 270(3)f(HfH lgldv e S J gl 5
AuRerdem ist [ [[Af| dv = f\)\|||f|]dy w2 37000 A [ flldv < co.l

(4)

Nr. 308 (Satz) Linearitdt fiir v-integrierbare einfache
Banachraum-Funktionen

Seien f,g9: X — Y einfache v-integrierbare Funktionen und A € K.

Dann sind auch f + g und Af v-integrierbare einfache Funktionen und es gilt

1. (Homogenitét) [Afdv= X[ fdv.

2. (Additivitit beziiglich Integrand) [(f+¢g)dv = [fdv+ [gdv

Beweis. Trivialerweise sind f + g und Af einfache Funktionen, und nach dem vorhergehenden
Lemma (Satz 307) sind sie v-integrierbar. Seien nun ay,...,a, die paarweise verschiedenen
Werte von f, und V j € {1,...,m} A; = f~'[{a;}], und seien by,...,b, die paarweise ver-
schiedenen Werte von g, und V k € {1,...,n} By = g 1[{ax}]. Seien schlieflich ci,...,c, die
paarweise verschiedenen Werte von f +gund Vi € {1,...,p} C; := (f + g9) " [{e:}].

Zur Homogenitét. Im Fall A = 0 ist 0 der einzige Wert von Af, also (Af)"![{0}] = X und
es gilt [Afdr =0w(X)=0=0/fdv. Im Fall X # 0 sind Aai,..., Aa,, die paarweise ver-
schiedenen Werte von Af, wobei fiir i € {1 ,m} offenbar f~!'[A\a;] = A; gilt. Daher ist
JAfdv =37 Aaiv(A) = XD aiv(A )\ffdu

Zur Additivitit. Es ist dann [(f + g)dv = Y7, ¢iv(Cy). Zu jedem i € {1,...,p} gibt es
nun aber ein j € {1,...,m} und ein k € {1,...,n}, so dass ¢; = a; + b, und C; = (f +
9) e = {ang H{bk} = Aj N By. Somit ist also [ f+ gdv die Summe S gewisser
(aj +bg)v(A; N By) mit j € {1,...,p} und k € {1,...,m}.

Ist umgekehrt ein j7 € {1,...,p} und k& € {1,...,m} so gewéhlt, dass es kein i € {1,...,p}
gibt mit ¢; = a;j + by, so ist offenbar A; N By, = 0, also v(A; N By) = 0, also bleibt die Summe
S gleich, wenn wir (aj + by)v(A; N By) hinzuaddieren. Daher ist S = [ f + gdv einfach die
Summe aller Summanden (a;+by)v(A;NBy) mit j € {1,...,m}und k € {1,...,n}, das heifit

J(f +g)dv =372 370 (aj + bi)v(A; N By).

Nun ist A; fir jedes j € {1,...,m} die disjunkte Vereinigung der A; N By, fir k € {1,...,n},
also v(A ) Zk V(AN Bk) also ist

[P =37 aul(Ay) = Yy 4y Shy v(A; 0 By) = Y, Shoy agv(A; 0 B

Ebenso folgt fgdu =D 71 >oper biv(Aj N By),

also [ fdv+ [gdv =377, 370 (a; +bp)v(A; N By) = [(f+g)dv. B
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Nr. 309 (Satz und Def) v-Integral v-integrierbarer Banachraum-Funktionen

Sei f: X — Y v-integrierbar. Dann gilt:

1. Es gibt eine Folge (f,) v-integrierbarer einfacher Funktionen f,: X — Y mit
lim,, o frn = f derart dass sup,, || fn| v-integrierbare reelle Funktion ist.

2. Es gibt eine Folge (f,,) wie in (1), fiir die || f,|| < ||f|| fiir alle Indizes n gilt.

3. Fiir jede Folge wie in (1) existiert lim,_, [ f, dv und fiir verschiedene solche Folgen
hat dieser Ausdruck stets denselben Wert.

Wegen dieser Tatsachen konnen wir definieren:

[ fdv (lies: v-Integral von f) :=lim, o [ fndv,

wobei (fy,) eine Folge ist, wie in (1) und (2) beschrieben.

Bem. Fiir einfache v-integrierbare Banachraum-Funktionen f war [ f dv bereits in Def 302 definiert
worden. Die neue Definition stimmt aber mit der alten iiberein, wie man sieht, wenn man als Folge

(fn) gemék (1) die konstante Folge (f),, y wéhlt.

Z(v,X,)) sei die Menge der v-integrierbaren Funktionen von X in ),
wkM schreiben wir dafiir Z(v) oder Z.

Beweis. Zu (1) und (2). Wir zeigen (2), dann gilt trivialerweise (1). Nach Satz 262 gibt es eine
Folge (f,) maktheoretischer Treppenfunktionen f;: X — ), die punktweise gegen f konver-
giert, so dass fiir alle Indizes n gilt || fn| < [|f]]-

Wir zeigen, dass jedes f, v-integrierbar ist.

Zunichst sind die f, als Treppenfunktionen einfach und messbar, also nach Satz 257 streng
messbar. Nun ist gemé$ dem Kriterium 301 noch zu zeigen, das [ ||fn]|dv < co. Wegen der
Messbarkeit von f, ist nach Satz 249 auch || f,|| messbar und somit ebenso wie || f|| Element
von M. Wegen || f|| < ||f]| folgt mit Satz 270(3), dass [ || fnlldv < [ ||f]|dv < oco.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sup, || f»|| reelle v-integrierbare Funktion ist. Wegen V x €
X fn(@)l < [f(@)]| € R ist sup,, [|fu(z)] <€ [[f(2)|R, also existiert sup,, [fn(z)] fiir jedes
x € X als reelle und natiirlich nichtnegative Zahl. Wegen der Messbarkeit der Funktionen
|| £l ist nach Satz 243 auch sup,, || f,.|| messbar, also ebenso wie || f|| Element von M™. Wegen
sup,, | fnll < || f|| folgt mit Satz 270(3), dass [ sup,, frn dv < [ ||f]|dv < co. Somit ist sup,, || ||
nach Satz 277 v-integrierbar.

Zu (3). Wegen Vo € X lim,_.o fn(z) = f(x) folgt limy, oo (fr(x) — f(z)) = 0 und schlieklich
limy, o0 || frn(z) — f(2)]] = 0. Ist also N die reelle Funktion mit konstantem Wert 0, so ist

limy, oo || fn = fll(2z) = N(2) £,
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wobei || fr, — f|| wegen der Messbarkeit von f, und f (mittels der Sétze 263 und 249) ebenso
wie N Element von M+ ist. Aukerdem gilt V z € X |||fn(z) — f(2)||| = ||fu(z) — f(2)] <

(@) + 1 F @) < (sup [ full) () + 1 £l (x) = (sup [ full + [ FI]) (), also
[ fn(z) = f)] < (sup [ full + [ FD(2) £,

wobei sup || f» || + || ]| nach (1) und Satz 287 v-integrierbar und daher Element von M™ ist.
Somit folgt nun mit Satz 299 von der majorisierten Konvergenz fiir K-Funktionen, dass

limy, oo [ |(Ifn — fl]) = N|dv = 0, das heifit lim, o0 [ || fn — f||dv = 0.

Es gibt also zu € > 0 ein ng mit fiir alle k > ng:

(A) limp—oo [ || fx — flldv < 5.

Fiir m,n > ng gilt nun [[fp — fll = [[fo = F + = full < 1fo = Il + 1 fn = fIl. Weil die
Funktionen dieser Ungleichung Elemente von M™ sind, folgt

[l =gy <= U= D == s f = Sl

< 5 + 5 =E¢&.
(4)
Dann gilt aber auch || [ fpdv — [ fi, dv||

also haben wir gezeigt, dass

| f(fn — fm) dv|| Satz§306 f Ilfn — fmll <,

Satz 308

Ve>03ngVmn>ng | [ fudv— [ frndv] <e.

Das aber heikt, dass die Folge ([ f,, dv) eine Cauchyfolge in Y ist, somit einen Grenzwert
y € Y besitzt.

Sei nun (g,) ebenso wie (f,) eine Folge v-integrierbarer einfacher Funktionen g,: X — Y
mit lim,, o g, = f derart dass sup ||g,|| v-integrierbare reelle Funktion ist. Dann gilt fiir alle
z € X, dass lim, oo (fn(2) — gn(x)) = 0 und daher auch lim, . || fn(x) — gn(z)| = 0, also
lim, 00 || fr — gnl|(z) = N(z) f.ii., wobei || f,, — gn|| aufgrund der Messbarkeit von f, und g,
ebenso wie N Element von M™ ist.

AuRerdem gilt wegen fiir alle z € X, dass |||fn(z) — gn(@)]|| = |fn(z) — gn(@)]] < [|fo(2)] +
19 (@) < (U | | 5D gl () imsbesondere || fa(z) — ga(@)]| < (5up | full +51p 1gall) ()
f.ii., wobei sup ||fn|| + sup||gn|| nach Satz 287 v-integrierbar und daher Element von M™
ist. Somit folgt nun mit Satz 299 von der majorisierten Konvergenz fiir K—Funktionen, dass
limy, o0 f |(lfa = gnll) = N|dv =0, d. h.:

limy—oo [ || — gnl|dv =0

Da nun fiir alle Indizes n gilt 0 < || [(fr —gn)dv|] < [|Ifn — gnlldv,
Satz306

folgt limy, o0 || [ (fr — gn) dv|| = 0. Daraus folgt lim,, . [(fn —gn) dv = 0, nach Satz 308 also
lim, o0 f fndr — fgn dv =0, also lim,, . fr,dv = lim, 00 g dv. B
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Nr. 310 (Satz) Linearitit fiir v-integrierbare Banachraum-Funktionen

Seien f,g: X — Y v-integrierbare Funktionen und X\ € K.
Dann sind auch f 4+ g und Af v-integrierbare Funktionen und es gilt

1. (Homogenitét) [Afdv=X\[ fdv.

2. (Additivitit beziiglich Integrand) [(f+¢g)dv = [fdv+ [gdv

Beweis. Siehe [Coh 80, Proposition E.4., S. 353]. B

Nr. 311 (Satz) Integralungleichung fiir nu-integrierbare Banachraum-
Funktionen

Sei f: X — ) eine v-integrierbare Funktion.
Per Def ist dann auch || f|| v-integrierbar und es gilt: || [ fdv| < [||f] dv

Beweis. Siehe [Coh 80, Proposition E.5.; S. 353]. B

Nr. 312 (Satz) Mafitheoretisches Integral mehrdimensionaler Funktionen

Fiir n € N® und Funktionen f: X — K" gilt: [ fdv= ([ fidv,..., [ fndv)

Beweis. Nach [Coh 80, Proposition E.11, S. 356] gilt fiir v-integrierbares f: X — ) und jede
Linearform ¢: ¥ — K stets [¢o fdv = ¢([ fdv).

Im Fall Y = K" kann man also fiir ¢ die i-te Projektion (i € {1,...,n}) nehmen. Dann ergibt
sich [ fidv = ([ fdv); fiir alle i € {1,...,n}. Daraus folgt die Behauptung. W

Nr. 313 (Satz) Satz von der majorisierten Konvergenz fiir Banachraum-
Funktionen

Sei f € M(X,Y) und (f,) eine Folge von Funktionen aus M(X,)).
Gelte f(x) = lim, . fn(x) fast tiberall.

Sei g € M™ integrierbar mit fiir alle Indizes n: || fn(x)|| < g(x) f.ii.

Dann sind f sowie alle Funktionen f, und || f, — f|| v-integrierbar, und es gilt
1. limn_,ooffndyz ffdu
2. limy—oo [ || fn — flldv =0

Beweis. Zu (1) siehe [Coh 80, Theorem E.6, S. 353-354]. (2) folgt unmittelbar aus (1). W
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9.11 rv-Integrale iiber messbaren Teilmengen

Nr. 314 (Satz) Gleichwertigkeit der Integration iiber f|T und f - xr

Sei f: X — K (bzw. — ). Sei T Element der linken o-Algebra 2 von f.

Ist X Messraum sei T — (T.2A@T) der Untermessraum

topologischer Raum’ (T,OxmT) topologische Unterraum von X' mit Trager T.

Wir betrachten nun die beiden Funktionen

fT: T — K (bzw. — Y) und
foxr: X — K (bzw. — V) mit Ve € X (f - xr)(2) := {f(x) fallsz €T
0 sonst

(Falls f K—Wertig ist, kann f - x7 als Produkt von f mit der charakteristischen Funktion xr von
T interpretiert werden, wobei also xr(xz) = 0 oder = 1, je nachdem ob x € T oder nicht. —
Falls aber f Y-wertig ist, ist diese Interpretation nicht immer méglich, da 1 kein Element von
Y sein muss. Man nehme dann f-xr einfach als formale Bezeichnung fiir die oben definierte Funktion)

Dann ist 2 := A M T ist die linke o-Algebra von f|T (Satz 231), wihrend die rechte o-
Algebra von f|T trivialerweise mit der von f-xr tibereinstimmt. Weiter ist (T, r) Messraum
(Satz 179) und v|(2r) ist ein Maf auf diesem (Satz 201). Weiter gilt:

0. f ist messbar [bzw. streng messbar] = f|T ist messbar [bzw. streng messbar|

1. f|T ist messbar [bzw. streng messbar] < f - xr ist messbar [bzw. streng messbar|

2. f-xr e Mt & fIT e M*
und dann gilt [ f-xrdv = [ f|T dv|Ap

3. f - xr ist genau dann v-integrierbar, wenn f|T v|2p-integrierbar ist
und dann gilt [ f-xrdv = [ f|T dv|Ap

4. f - xr Ist genau dann v-quasiintegrierbar, wenn f|T v|Ap-quasiintegrierbar ist
und dann gilt [ f-xrdv = [ f|T dv|2r

5. ff cxr dv = ff\TdV|QlT,
das heilt die linke Seite ist genau dann wohldefiniert,
wenn dies auch fiir die rechte gilt,

und im Fall der Wohldefiniertheit bezeichnen die Terme dasselbe.

Beweis (vgl. [Els 99, Lemma 3.15, S. 133-134|). Zu (0) siehe Satz 231.

Zu (1). Sei f-x7 (v-)messbar. Ist B Element der rechten o-Algebra von f - xr und f|T, folgt
(fID) Bl ={x €T : f(z) € B} ={z € X : f(x) xr(z) € BYnT = (f-xr) '[BINT, was
wegen (f - xr) '[B] € A ein Element von A M 7T = A ist. Somit ist f|T (v|Ar-)messbar.

Sei umgekehrt f|T (v|Ar-)messbar. Da T € 2, gilt Ay = AMT C 2. Es gilt dann fiir ein B aus
der rechten o-Algebra von f - x7 und f|7, dass (f|7)"'[B] € Ay C 2, also (f|7T)"![B] € .
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Weiter ist (f - x7) }[B] ={z € X : f(z)- xr(v) € B}
={zeT: f(xr)e BfU{x € X\T : 0€ B}, das ist

_J{zeT: f(z) € B} falls 0 ¢ B
{reT: f(zr) e BFU(X\T) sonst
In beiden Fillen ist das € A, denn {z € T : f(x) € B} = (f|7)"![B] € 2, und wegen T € 2

ist auch X \ T € 2, also auch {x € T : f(x) € BJU(X\T) € 2.
Somit ist f - x7 (v-)messbar.

Um nun die Aussage iiber strenge Messbarkeit zu beweisen, miissen wir nur noch zeigen:
Whb(f|T) ist separabel < Whb(f - xr) ist separabel.

Nun ist Wh(f|7) = f[T], wahrend Wb(f - x7) = f[T] oder = f[T]U{0} ist. Im ersten Fall ist
die Aquivalenz trivial; im zweiten folgt =, weil {0} separabel und die Vereinigung separabler
Mengen separabel ist (vgl. Anhang, Satz 352(2) und (4)), und <=, weil Teilmengen separabler
Mengen in metrischen Réumen separabel sind (vgl. Anhang, Satz 352(4)).

Zu (2). Die Aquivalenz f - xr € MT < f|T € M™" ist mit Blick auf (1) trivial. Sei nun
(tn) ey Folge in T, (X, R) mit u, T f - x7. Mit Blick auf (0) ist dann auch (u,|T),,oy Folge
in 7M(7,R), und trivialerweise ist u,|7 T f|7.

Nach der Def des Integrals fiir nichtnegative messbare Funktionen ist also
[ fxrdv =1lim, . [u,dv sowie [ f]Y dv|pr = limy oo [un|7T dv|p
Wir sind also fertig, wenn wir [ u, dv = [ u,|7 dv|2p nachweisen kionnen.

Nun gilt fiir # € CT, dass 0 < u,(z) < f(2) - xr(x) = 0, also
(A) Va2 elT u,(x)=0.

Wir gehen davon aus, dass 07" # () (sonst ist 7 = X und die zu zeigende Gleichung [ u, dv =
J un|T dv|Up gilt trivialerweise).

Sind nun a; fir ¢ = 1,...,n die Werte, die u, annimmt, so ist 0 darunter, und wir kdnnen
a1 = 0 setzen. Dann ist u,, = > 1, aixa,, wobei 4; :=u,[{a;}] € Aist (vgl. Satz 260(2))
Weiter ist dann 07 wegen (A) eine Teilmenge von u, [{0}] = u,![{a1}] = A;. Es sind also
Ag, ..., A, Teilmengen von T, also ist Ay = Ao NT,..., A, = A, NT, so dass As,..., A,
auch Elemente von A7 sind. Weiter ist wegen 7, A; € A auch 41 NT € 2A. Aukerdem ist
AiNT = (A NT)NT und darum auch Element von 2p. Trivialerweise gilt nun u,|T =
a1XANT + Z?:z aix ;- Mit Blick auf Satz 267 gilt also wegen u,, = Z?Zl a;Xa; bzw. wegen
un|T = a1xa,nT + 2 ies GiXA,

f Un dl/ = E?:l aiu(Ai)
[ un|T dv|2Up =v(AiNT)+ Y, aiu(Ai)

a;v(A;) bzw.

) iz
Z aiv(Aq),

n
1=
n
1=

also [up dv = [u,|T dv|Up.

Zu (3) und (4). Zuniichst sei f Funktion in (K, DE) Trivialerweise gilt dann (Re(f|7))* =
(Re f)*|T und ebenso (Re f)* - xr = (Re(f - x1))*. Daher folgt wegen (2), dass
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JRe(fIT)* dv|™Ar = [(Re f)*|T dv|2Ar 5 JRe f)*-xrdv= [(Re(f-vp)*dv,

so dass die linke Seite genau dann < oo ist, wenn es die rechte ist. Entsprechendes gilt fiir Im
statt Re. Also ist f-vp genau dann v-(quasi)integrierbar, wenn f|7 v|2r (quasi-)integrierbar
ist, und aus (2) folgt dann auch die behauptete Gleichheit der Integrale.

Fiir den Fall (3) bleibt noch der Fall, dass f Funktion in ) ist. Da geméf (1) f|7 genau dann
streng messbar ist, wenn f - xr streng messbar ist, und auferdem gemaf dem ersten Teil des
Beweises von (3) || f|7 || (das ist ||f|||7) genau dann v|Ap-integrierbar ist, wenn || f - x7|| (das
ist ||f]| - x7) v-integrierbar ist, folgt insgesamt, dass f|7 genau dann v|p-integrierbar ist,
wenn f - x7 v-integrierbar ist.

Sei nun (f,,) eine Folge v-integrierbarer einfacher Funktionen von X in ) mit

lim,, o fn, = f - x7 derart dass sup,, || fn| v-integrierbare reelle Funktion ist. Dann ist trivia-
lerweise lim,, oo (fn|7) = f|7, es ist nach Satz 231 jedes f,,|7 messbar und fiir alle z € T gilt
offenbar sup,, ||(fn|7)(z)|| = sup,, || fn(x)| < oo, so dass sup,, fn|7 reelle Funktion ist.

Weiter gilt fiir alle x € X: sup,, (|| fn(2)| - x7(x)) < sup, || fn(2)||, und so folgt mit dem ersten
Teil des Beweises von (3) sowie Satz 270(3), dass

Jsupy [1fnl Tl dv[r) = [ sup, ([ fnlllT) dvAr) = [ sup,(lfull - x7) dv < [sup, || fal dv

< oo. Insgesamt ist sup, || fn|7 || nach Satz 277 v|Ap-integrierbar. Erst recht ist || f,|7] <
sup || fn|T ||, also [ || fn|T || dv|2) < [sup || fn]T || dv|2) < oo, so dass fp|T (v|2r)-integrierbar
ist. Daher folgt

J(f - xr)dv =lim, o0 [ frndv und [(f1T) dv|r) = lim,—oo [(fn|T) dv27)

Wir sind also fertig, wenn wir fiir alle Indizes n nachweisen kénnen, dass

[ o xrdv = [(fulT) dv|Ar).

Zu zeigen ist also, dass
[ f-xrdv= [(f|T)dv|2r) fir den Fall gilt, dass f einfach ist.

Seien unter dieser Voraussetzung ay, ... a, die von Null und voneinander verschiedenen Werte
von f-xr. Wir kénnen 0T # () voraussetzen (sonst gilt T = X und [ f-xpdv = [(f|T) dvr)
gilt trivialerweise). Es sind aq,...,a, auch die von 0 verschiedenen Werte von f|7. Fiir
i€{1,...,n}sei A; :== (f-x1) *[{ai}], das ist offenbar Teilmenge von T und = (f|7)~[{a;}].
Somit folgt in der Tat

JUIT)dwr) = 320 aiv(As) = [(f - xr) dv.
Zu (5). Dies folgt sofort aus (2) bis (4), denn Wohldefiniertheit eines Integralterms ist genau

dann gegeben, wenn der Integrand beziiglich des angegebenen Mafkes € M™ oder integrierbar
oder quasiintegrierbar ist. l
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Nr. 315 (Def) v-Integral iiber einer messbaren Teilmenge

Sei f: X — K oder — Y. Sei T € .

Sei 7 im Fall, dass X topoll(\)/[gizgilinl:l{aum ist, der topoir;zzﬁleeséﬁzﬁaum von X mit Triager T.
Nach Satz 314(5) gilt [ f-xrdv = [ f|T dv|Ur,

so dass wir im Fall der Wohldefiniertheit einer (und daher beider) Seiten dieser Gleichung
(d. h. wenn die Integranden € M™ (X, R) bzw. € M*(7,R) oder v-integrierbar bzw. v|Ap-
integrierbar oder v—quasiintegrierbar bzw. v|p-quasiintegrierbar sind), definieren kénnen:

Jp fdv (lies: v-Integral von f iiber T) = [ f-xrdv= [ f|T dv|¥r

T heiflt der Integrationsbereich des Integralterms fT fdv.

Nr. 316 (Satz) allgemeines v-Integral als v-Integral iiber einer Teilmenge

Sei f: X — K oder — Y derart, dass [ f dv definiert ist,
d. h. f ist € MT oder v-integrierbar oder v-quasiintegrierbar. Dann gilt: [ fdv = [, fdv.

Beweis. Trivial. B

Nr. 317 (Satz) Additivitit beziiglich Integrationsbereich fiir das v-Integral
Sei f: X — K oder — Y und 11,15 € 2.

Wenn f Element von M™ bzw. integrierbar bzw. quasiintegrierbar ist, gilt das auch fiir

f|T17 f|T27 f|(T1 N T2)7 f|(T1 U T2)71 (und nach Satz 314 fir f * XTys f * XTs, f * XT1iNTo

f : XT1UT2);
und es folgt:

1. leuTQ f dV + leﬁTQ f dV = le fdl/ + fTQ f dV

2. Ty, Ty disjunkt = [ 5 fdv= [ fdv+ [ fdv

Beweis. Wir zeigen, dass sich Eigenschaft von f, Element von M™ bzw. quasiintegrierbar bzw.
integrierbar zu sein, auf f|7T {ibertrigt, wenn 7' € 2 ist. Da mit 71, 7> auch T1NT5 und Ty UT,
Elemente von 2 sind, sind dann nur noch die beiden Formeln (1) und (2) zu beweisen.
Zunichst folgt nach Satz 231 aus der Messbarkeit bzw. strengen Messbarkeit von f auch die
von f|T und wegen Satz 314(1) dann auch die von f - ;. Ist f eine R-Funktion folgt nach
Satz 252 aus der Messbarkeit von f auch die von f*, also auch die von f*|T und f* - xr.

wobei natiirlich die (Quasi-)Integrierbarkeit von f auf v, die von f|T1 auf v|z,, die von f|T% auf v|Ar,,
die von f|(T1 NT2) auf v|Ar, 1, und die von f|(T1 UTs) auf v|2r,ur, bezogen werden muss.
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Wenn nun f nichtnegativ ist, so trivialerweise auch jede Einschrinkung von f. Ist daher f
Element von M*(X,R) so f|T € M™(T,R).

Als niichstes sei f v-quasiintegrierbar, also [ fTdv < oo oder [ f~dv < co. Da nun f* - xp
nach dem eben Bewiesenen messbar und trivialerweise nichtnegativ ist, folgt wegen f* . yp <
f£, dass [(f* - xr)dv < [ f*dv, also ist eines der beiden Integrale [(f* - xr)dv kleiner
0o, das heiRt nach Satz 314(3): eines der beiden Integrale [ f*|Tdv|2r ist < oo, und da
trivialerweise f¥|T = (f|T)%, folgt daraus die Quasiintegrierbarkeit von f|T.

Schlieflich sei f v-integrierbar. Nun gilt ||f - x7|| < || f]|, wobei (im Fall, dass f K-Funktion
ist, nach Satz 285(6), und im Fall, dass f Banachraum-Funktion ist, nach Def 300) ||f|| v-
integrierbar ist. Daher folgt die Integrierbarkeit von f - xr aus Satz 301, und nach Satz 314
auch die Integrierbarkeit von f|T.

Zu (1). Offenbar gilt x7,ur, + XTiNTy = XTy + XT und das Integral ist sowohl fiir Integranden
aus M™ wie auch fiir integrierbare K-Funktionen und integrierbare Banachraum-Funktionen
linear (Sitze 270(2), 287 und 310). Daher folgt fiir f € M™ oder integrierbares f:

leuT2 fdl/ + lemT2 fdl/ = ffXT1UT2 dv + f fXT1ﬂT2 = ff(XTlLJTQ + XTlﬂTg) dv = f f(XT1 +
X)) dv = [ fxn dv+ [ fxn dv = [, fdv+ [, fdv.

Sei nun f quasiintegrierbar, also von den Termen [ f™dr und [ f~ dv héchstens der erste
bzw. zweite Term = oco. Gilt nun fiir ein T aus {11, T2, T1 N T, T1 U T>}, dass fT frdv = oo,
so ist offenbar erst recht [ fT dr = oo, also ist [ f~ dv von oo verschieden und fiir alle T aus
{T1,T>, Ty N1y, T; UTs} ist dann fT’ f~ dv ebenfalls von oo verschieden. Analog folgt: gilt fiir
ein T, dass [, f~ dv = oo, so gilt fiir alle T, dass [, f* dv # co. Aufgrunddessen kommt in

leerdV_lefidV"'ngJHdV_fTindV

nicht zugleich co und —oo vor, so dass in dieser Summe neben dem Kommutativ- auch das
Assoziativgesetz angewendet werden kann (vgl. die Beschreibung der Operationen in R in Ab-
schnitt 1.3). Gleiches gilt fiir die Summe

leﬁTg f+ dv — leﬂTz f_ dv + leLJTQ f+ dv — leUTQ f_ dv.

Aus dem bewiesenen Teil folgt nun: [, ., fdv+ [ p fdv

= (meTQ frdv - leﬂTg fTdv) + (leLJTQ frdv - leuTQ fmdv)

= Jron [T+ [pom FT W = ([pap, FT v+ [ op, [ dV)

= le frdv+ ng frdv— (le frdv+ ng f-dv)

= (le frdv — le fdv) + (ng frdv — fT2 frdv) = le fdu+fT2fd1/.

Zu (2). Folgt aus (1) wegen lemT2 fdv = [y fdv = [ f-xpdv = 0. Zur letzten Gleichung

beachte, dass f - xg, die konstant auf 0 € K bzw. 0 € Y abbildende Funktion ist. Es folgt daher
aus Satz 289 bzw. 305, dass [ f - xgdr =0.
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9.12 [P-R3ume

Bedeutung von Y SeiY =Y oder = R; je nachdem sei Y der top. Raum ) bzw. (

=
ol

Nr. 318 (Def) Potenzen mit Basis co

Fiir p € R>0 sei 0oP := 0o und 0o :=0

Nr. 319 (Satz und Def) N, , fiir p € RT

Sei p € RT und f € M(X, Y) (also streng messbare Funktion von X in ))); gemif Satz 227
heift dies im Fall Y = K einfach, dass f € M(X,K) ist.
Dann ist || f||’ € M und wir definieren:

Npo(f) = (f IF1IP dv)%, wofiir wir wkM schreiben N,(f) oder N(f). Es gilt:
1. Np(f) € [0, 00]
2. Fiir A € Kist N,(\f) = [A|N,(f)

3. |IfIl € M(X,R) und Ny(||f])) = Ny(f)

Beweis. Die Funktion von ¢: ) — R mit V z € K g(z) := ||z||” ist offenbar stetig und daher
messbar (Satz 235). Nach Satz 237 ist auch die Funktion g o f messbar, und das st unsere
Funktion ||f]|”. Als messbare nichtnegative Funktion ist dann also || f]|” € M™*(X,R).

Zu (1). Nach Satz 269 ist [ || f||” dv € [0, co]. Fiir den Fall, dass das Integral = oo ist, beachte
1

noch cor = o
Def 318

Zu (2). Mit f ist auch Af € M(X, V) (Sitze 250 und 263), also N,(\f) wohldefiniert, und es
gilt fiir alle z € Y, dass [|[Af(2)||” = |NP|f(2)]|P (wie man auch im Fall f(z) = +oo leicht
iiberlegt, indem man A = 0 und A # 0 unterscheidet und 0 - co = 0 sowie Def 318 beachtet).

Es folgt Np(Af) = ([ IMIP )7 = ([ INPISIP ) = (AP [ LI dv),

und fiir endliches [ || f]|dv ist (\)\\prprdy)% = |Al( fodel/)P; fiir unendliches [ || f]l dv
gilt dies ebenfalls, weil dann beide Seiten entweder = 0 oder = oo sind. Schlieblich ist

NS I dv)s = [AIN(f).

Zu (3). Wir haben am Anfang des Beweises gezeigt, dass || f||” Element von M (X, IR) ist; erst
recht gilt dies fiir p = 1, also ist || f]| € M(X R) = EITI(X R) und damit N,(|| f||) wohldefiniert.

Per Def ist mun N (|| ]) = (f [1£117)7 = ([ 1F[7)7 dv = N,(f). m

167



KAPITEL 9. MAS-INTEGRAL 9.12. LP-RAUME

Nr. 320 (Satz und Def) Ny,
Sei f € MX, D).
Noop(f) = esssup,cx || f(2)] = inf{a €[0,00] : | f(2)] < @ v-fii.}

Dieses Infimum existiert und wird essentielles Supremum von f genannt und wkM mit Noo(f)

oder N(f) bezeichnet. Weiter gilt fiir A € K und f,g € M(X,)):

1. Noo(f) €]0,00] und || f(z)]] < Noo(f) v-L.ii., also
Noo(f) € {a € [0,00] : ||f(2)| < a v-f.i.} und darum
)

Beweis. Es ist 0o stets Element von {a € [0,00] : [|f(z)|| < o v-f.id.}, also besitzt diese Menge
wegen der Vollsténdigkeit von R ein Element von R als Infimum, also existiert Noo(f).

Zu (1). Da 0 untere Schranke der genannten Menge ist, ist Noo(f) € [0, o0].

Weiter zeigen wir, das ||f(2)|| < Noo(f) v-f.ii. Wenn Noo(f) = o0, so ist das klar. Sei also
Noo(f) < oco. Es ist dann fiir jedes n € N die Zahl Noo(f) + 2 grofer als das Infimum von
{a€[0,00] : ||f(z)]| € a v-Lii}, so dass es ein o aus dieser Menge gibt mit o < Noo(f) + =.
Also gilt [|f(z)]] < a v-fii., d. h. {x € X : ||f(x)| > a} ist eine v-Nullmenge, erst recht ist
dann {z € X : [|f(2)|| > Noo(f) + 1} eine v-Nullmenge (Satz 202), und schlieRlich ist nach
Satz 207(3) dann auch J0°, {z € X : [|f(z)]| > Noo(f) + 2} eine v-Nullmenge, und das ist
die Menge {z € X : [|f(2)|| > Noo(f)}.

Zu (2) und (3). Mit f ist auch Af und f 4 g € M(X,K) (Sitze 250 und 263), also Noo(Af)
und Noo(f + g) wohldefiniert.

Zu (2). Zu zeigen ist die Gleichung
(A) |Alinf{a € [0,00] : [|f(2)]| < a v-f.i.} = inf {a € [0,00] : |A|]|f(2)] < a v-f.ii.}

was fiir A = 0 klar ist (beide Seiten sind dann 0). Sei also A # 0. Dann geniigt es, zu zei-
gen, dass die linke Seite von (A) kleinergleich der rechten ist, weil dann auch folgt, dass
ﬁ inf {a € [0,00] : |Al]|f(2)|| < @ v-fii.} <inf{a € [0,00] : ‘—}\'\)\\Hf(x)H < a v-f.ii.}, woraus
folgt, dass die linke Seite von (A) grofergleich der rechten ist, insgesamt also (A) gilt.

Um nun also zu zeigen, dass die linke Seite s von (A) kleinergleich der rechten ist, ist zu

zeigen, dass s die untere Schranke der Menge M := {a € [0,00] : |A|||f(2)|| < o v-f.ii.} ist.
Wir kiirzen ab i := inf {a € [0, 0] : || f(2)| < a v-f.ii.}, dann gilt s = |A]i. Angenommen s ist
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nicht untere Schranke von M, so gibt es ein @ € M mit o < s = |A]i. Fiir dieses « gilt
Al f(2)]] < a v-fii., also ||f(x)| < ﬁa v-f.ii., das aber heift, dass
‘—/1\‘04 e{ae0,00] : ||f(x)] < a vfii.} gilt, also i < ‘—}\la. Dann folgt aber wegen o < s = | A1,

dass 7 < ﬁa < ﬁs =1 (4). Also ist die Annahme falsch, und 7 ist untere Schranke von M.

Zu (3).Seiif :=inf {a € [0,00] : || f(2)] € @ v-fii.}undig := {a € [0,00] : |g(2)| < a vLii},
und M := {a € [0,00] : |f(x) + g()] < a v-fii.}, dann ist zu zeigen, dass inf M < iy + 4.
Dazu geniigt es, zu zeigen, dass

(B) [If(x) +g(@)|| <if +iy v-Lii.

denn das bedeutet iy + i, € M, und daher in der Tat inf M < iy + i4.

Nun gilt nach (1), dass || f(z)|| < iy v-f.i. und ||g(2)|| < if v,

das heift Ny :={x € X : |[f(x)|| > if} und Ny :={x € X : ||g(z)| > ir} sind v-Nullmengen,
also ist nach Satz 207(1) auch N := Ny U Ny eine v-Nullmenge. Nun ist wegen der Dreiecks-
ungleichung {z € X : [[f(z) + g(x)|| > if+ig} C{x e X : ||[f(2)|| +|g(x)| >if + iy}, und
diese Menge ist C N (denn wegen iy > |f(z) A ig > |lg(@)|| = if+gq > |f(2)] + |lg(2)|
ist CN CC{z € X : ||[f(z)|| + |lg(x)|| > if +1i4}). Somit folgt aus Satz 202, dass

{r e X 1 |f(x) +g(x)| > if + iy} v-Nullmenge ist, also gilt | f(x) + g(x)| < if + iy v-fii. A

Nr. 321 (Satz) Holdersche Ungleichung

Sei p,q € [1,00] mit % + % =1 (wobei é :=0). Sei f,g € EUI(X,K) (= M(X,K))

Dann gilt: N1(fg) < Np(f)Ny(g).

Beweis. Siehe [Els 99, 1.5, S. 222]. &

Nr. 322 (Satz) Dreiecksungleichung fiir p-Potenzen

Sei p €10,1]. Dann gilt fiir a,b € Y: ||a 4 b||” < ||a||” + ||b]|”

Beweis. Wenn a = £o0o oder b = £o00, ist die rechte Seite = oo, also gilt die Ungleichung
trivialerweise. Sei ab jetzt a,b # oo.

Dann ist die Funktion f: RZ% — R mit V 2z € RZ0 f(z) = 2P — (x +||b]|)? in jedem positiven
Punkt z differenzierbar mit f’(x) = pxP~! — p(x + ||b||)P~!. Dieser Wert ist stets nichtnegativ,
dann es gilt x < x + ||b]|, also (wegen p—1 < 0) zP~1 > (z+|b]|)P~1, also (wegen p > 0) auch
pxP~t > p(x + ||b]])P7, so dass paP~! — p(z + [|b]|)P~! > 0. Daher folgt, dass f isoton ist, so
dass f(0) < f(llal]) ist, d. h. —[[b[[" < [lal|” — (la]| + [[6[))", also (|a]| + [[6]))” < [lal[” + [[b]}”-
Wegen der gewohnlichen Dreiecksungleichung und der Isotonie der Potenzierung mit p folgt
schlieflich [la + b||” < ([lal| + [|6])P < [|a|” + |[o]/". W
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Nr. 323 (Satz) Minkowskische Ungleichung
1. Fiir f,g € M(X,Y) und p € [1,00] gilt: N,(f + g) < Np(f) + Np(g)

2. Fiir f,g € M(X,Y) und p €10,1] gilt: (N,(f + )P < Np(f)P + Nplg)?

Beweis. Nach Sitzen 250 und 263 ist zunichst f+ g € M(X, D), also N,(f + g) wohldefiniert.
Fiir (1) kann nun der Beweis aus [Els 99, 1.8., S. 223] unveridndert ibernommen werden.

Zu (2). Wegen Satz 322 gilt | f + g[[” < [[f]” + l|lg||", also folgt nach Satz 266, dass

JIf + gl dv < JIFIP dv+ [ gl dv, das heikt Np(f + g)7 < Np(f)? + Np(g)"- B

Nr. 324 (Def) LP-Réume

LP(1, X,Y) = {f € MX,Y) : N (f) < oo} (wkM steht hierfiir: £P(v, X), LP(v) oder LP)
1. Fiirp = List £P(r, X,Y) = L(v, X, V), also = {f € Abb(X, D) : f ist v-integrierbar}.
2. Fiir p €10, 00 ist LP(v, X,Y) = {f € M(X,Y) : ||f||” ist v-integrierbar}.
3. Fiir p = oo ist LP(1, X, ) = L®(v, X, ) = {f € M(X,V) : esssup | f(z)| < oo}.

4. Fiir p € ]0,00] ist LE (v, X,)),
ausgestattet mit den Einschriankungen der Operationen von Abb(X,))
ein K-Untervektorraum von Abb(X,)).
Nullvektor ist die Funktion 0,: & in ) mit konstantem Wert 0.

Beweis. Zu (1). Nach Satz 301(3) ist f genau denn v-integrierbare Funktion von X in ), wenn
[ streng messbare Funktion von X in Y ( € M(X,Y)) und [ ||f]|dv < co ( Ni(f) < o) ist.

Zu (2). Ist f € M(X,Y), so folgt aus Satz 319, dass || ||’ € M(X,R). Unter der Vorausset-
zung f € M(X,Y) ist daher die v-Integrierbarkeit von || f|” nach Satz 277(3) dquivalent zu

JIIFIIP dv < oo, das ist dquivalent zu ([ || f|” dl/)% < 00, also zu Np(f) < oo,
Zu (3). Siehe Def 320 von Noo(f).

Zu (4). Fir A € K und f,g € LP gilt wegen der strengen Messbarkeit von f und g mit
Satz 263, dass f + ¢ und Af streng messbar sind; aukerdem folgt mit Sitzen 319(2) und
320(2), dass Np(Af) = |AINp(f) < oo, so dass A\f € LP. Weiter folgt im Fall p € [1,00]
mit Satz 323(1), dass Np(f + ¢) < Np(f) + Np(g9) < oo, und sonst mit Satz 323(2), dass

Np(f +9) < (Np(f)P + Np(g)p)% < 00, so dass in jedem Fall f + g € LP. Schlieflich ist die
konstante Funktion 0, € £P (und dann trivialerweise neutrales Element): sie ist nach Satz 228

streng messbar, und N,(0,) ist im Fall p < oo gleich ([ 0, dv)% ot 30 0F =0 < oo, wihrend
Noo(0p) =inf {a € [0,00] : 0 < v-fii.} =0 < oo ist. W
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Nr. 325 (Def) Norm und Metrik von £?

Fiir p € ]0, 0o] sei

— |l ||, := die Funktion [|e || : L — R mit V f € LP || f||, := Npu(f)

— dy(e,e) := die Funktion dp(e,e): L7 x LF — R mit V f,g € LP dp(f,9) = | f — gl
und fiir p € ]0, 1] sei

— dp(e, ) := die Funktion dp(e,e): LP x LV — R mit V¥ f,g € LP dy(f,9) = || f —gll}

dp(e, e) heilt Metrik von LF, || e ||, heift im Fall p € [1,00] Norm von LP.
Diese Bezeichnungen erhalten ihre Rechtfertigung durch den nichsten Satz.

Nr. 326 (Satz) Eigenschaften der £P-Riume

1. Fir p € [l,00] ist die Funktion || e||, eine Halbnorm auf dem K-Vektorraum
LP(v,X,)), der mit dieser Halbnorm also ein halbnormierter Vektorraum ist;

die Def von dp(e,e) zeigt dann, dass dy(e, ) die von || e || induzierte Halbmetrik ist
2. Fiir p € 10, 1] ist die Funktion dy(e,e) eine Halbmetrik auf der Menge LP(v,X,))

3. Fiir p € )0, 00] ist der K-Vektorraum LP(v, X, Y), versehen mit dp(e, ), ein halbmetri-
scher Vektorraum (vgl. Def 354) und somit ein topologischer Vektorraum.

Beweis. Zu (1). Mit Blick auf die Def von LP ist || f[|, = Np(f) stets reellwertig; die Homoge-
nitdt folgt aus Sdtzen 319(2) und 320(2), die Dreiecksungleichung aus Satz 323(1).

Zu (2). Mit Blick auf die Def von L? ist dp(f,g) = ||f — gll; = Np(f — g)? stets reellwertig.
Zunéchst ist dy(f, f) = Np(f — f)P = Np(0,)P, wobei 0, die konstant auf 0 werfende Funktion
von X in Y ist. Wie im Beweis von Satz 324(4) gezeigt, ist aber N,(0,) = 0, also auch

0= Np(n)P = dp(f, f)
Zur Symmetrie: d,(f,g) = Np(f —g)P = | = 1PN,(f — 9)? = (| = 1|Np(f — g))? =

Satz 319(2)
Np((=1)(f = 9)) = Np(g — [)? = dp(g, [)-
Zur Dreiecksungleichung: dy,(f, h) = Np(f —h)P = Ny((f—g)+(g—h))P <  Ny(f—g)P+

Satz 323
Np(g —h)P = dp(f,g) + dp(gv h).

Zu (3). Wir miissen nur zeigen, dass ein halbmetrischer K-Vektorraum vorliegt (zur Definition
dieses Begriffs siehe Anhang, Def 354), dann liegt mit der induzierten Topologie nach Satz 357
ein topologischer K-Vektorraum vor. Dass nun ein halbmetrischer Vektorraum vorliegt, folgt
im Fall p € [1, 00] sofort aus (1) in Verbindung mit Satz 357). Im Fall p € |1, oo[ aber miissen
wir wegen (2) mit Blick auf Def 354 nur noch die Translationsinvarianz, Stauchungsbedingung
und Konvergenzbedingung nachweisen. Hierzu sein f, g, h € £P und A € K mit |A| < 1 gegeben.
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Zur Translationsinvarianz. Es ist d,(f +h,g+h) = [f +h = (g =M} = || f = gll; = dp(f, 9)-

Zur Stanchungsbedingng: dy(f3,0) = AL = [ IAFI7 dv = [ NPIFIP do = AP f £ dv,
und wegen [A] <1 folgt [AP <17 =1, also (NP [ || f[[Pdv < [ fIIP dv = || fII} = du(f,0).

Zur Konvergenzbedingung. lim,,_, dp(%f, 0) = limy, 00 H%f“i = limy, o0 ([ H%f”p)%)p
it oo [ AP = Tt 22 J 1P v = [ £ Ut oo(2)? = ([ 7170 = 0. W

Nr. 327 (Satz) Nullsatz fiir £LP-Riume

Fiir p €]0,00] und f,g € LP(v, X, ) gilt:

Lfl,=0 & f=0uv-rfi

2. dy(f,9) =0 & f=gv-Li.

Beweis. Zu (1). Zunéchst sei p < co. Dann ist || f[|, = 0 per Def dquivalent zu (f ”prdV)% =0,
dies ist dquivalent zu [ || f||” dv = 0, denn beide Aussagen setzen [ ||f||” dv < oo voraus, und
unter dieser Voraussetzung folgt = durch Potenzieren der Gleichung mit p und < durch
Potenzieren mit %_ Mit Satz 294 folgt weiter:

[IfIPdr =0 & |fIP =0ti. < |f] =0fi & f=0¢ti

Fiir p = oo aber gilt: ||f||, = 0 ist per Def und wegen Satz 320(1) dquivalent dazu, dass das
Minimum von {« € [0,00] : ||f(x)] < a v-f.ii.} gleich 0 ist; dies ist aber dquivalent zu

(A) 0e{ac0,00] : ||f(2)]] < av-fii}

(wobei <= gilt, weil es in dieser Menge kein Element kleiner als 0 gibt). Weiter ist (A) dquiva-
lent zu ||f]| = 0 f.i., also zu f =0 f.ii.

Zu (2). Tm Fall p € 10, 1[ gilt dy(f,9) =0 = [|f —gl;, =0 & [If =g/, =0, und im Fall

p € [1,00] gilt unmittelbar d,(f,g9) =0 < | f —gll, =0, in beiden Fillen folgt also aus (1),
dass dp(f,9) =0 & ||f —gl,=0 & f—g=0vfi. & f=gvii B
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Nr. 328 (Satz und Def) Die Vektorrdume NP und £P/N?

Fiir p € ]0,00] sei NP(v,X,Y) = {f € LP : dy(f,0,) = 0}. Dann zeigt Satz 327, dass
fir pe[l,o0]  NP(r, X)) ={feLl:]f],=0}
Fiir NP(v, X, Y) steht wkM kurz NP(v, X) oder NP(v) oder NP.

Aus Satz 327 folgt sofort, dass NP Untervektorraum von LP ist,
und somit existiert auch der Quotientenvektorraum £P/N?. Es gilt:

1. NP = {f e MX,Y) : f(z)=0v-£i)

2. Fiir die Elemente von £P /NP also die Nebenklassen NP + f mit f € LP gilt:

Funktionen f, g € LP liegen genau dann in derselben Nebenklasse, wenn f = g f.ii.

3. Gehoren f, f’ zur selben Nebenklasse F' und g, ¢’ zur selben Nebenklasse G, so gilt
1f[l, = NI, sowie dp(f, ) = dp(f',9")

Aufgrund von (3) kénnen wir fiir Elemente F, G von £P /NP definieren: ||| F[||, := [/ f||,, sowie
D,(F,G) :=d,(f,g), wobel f beliebiges Element von F' und g beliebiges Element von G ist;
WM schreiben wir [[|[[[, wieder [[[[, und fiir D), wieder dp. — Es gilt nun:

4. Fiir p € [1,00] ist Dp(F,G) = |||F — G||lp, und fiir p € |0, 1[ ist D,(F,G) = ||F — G|||b

Beweis. Zu (1). Wegen Satz 327(2) gilt fiir f € LP: f =0, f.i. & d,(f,0,) = 0.
Also ist NP = {f € LP : f(x) =0 f.ii.}. Es bleibt zu zeigen, dass
{fellt: flx)y=0~fu}={feMX,Y) : f(z)=0"~fu}.

D. Zu zeigen ist, dass jedes f € {f € M(X,)) : f =0, f.ii.} Element von LP ist.

Im Fall p < oo gilt wegen f = 0, f.ii. auch || f||” = 0, f.ii., wobei || f||” nach Satz 319 Element
von M™ ist. Es folgt also aus Satz 294, dass [ || f||" dv = 0 < oo, erst recht N,(f) < oo, also
fecLr

Im Fall p = oo folgt aus f = 0, f.i., sofort, dass 0 = min {o € [0, 00] : ||f(2)| < a v-f.ii.} und
daher Noo(f) =0 < o0, also wieder f € LP.

C. Dies ist trivial, da Elemente von LP per Def auch solche von (X, )) sind.

Zu (2). Seien f, g Elemente derselben Nebenklasse, die Nebenklasse f +A von f ist auch jene
von g, also g € f + N, also g = f +n mit n(z) = 0 v-f.ii. Dann folgt aber g(z) = f(z) v-f.ii.
Sei umgekehrt f(z) = g(x) v-f.ii., und N die v-Nullmenge {z € X : f(z) # g(x)}. Dann sei
n die Funktion n: X — Y mit V2 € N n(z) = g(z) — f(z) und V z € X \ N n(z) = 0, dann
gilt n = 0, f.ii. und f = g+ n. AuRerdem folgt aus Satz 232, dass n streng messbar ist.! Somit
ist n € NP, so dass f, g zur selben Nebenklasse gehoren.

! n ist aus der konstanten Funktion 0,|N und der Funktion f — g|M mit M := X \ N zusammengesetzt.

Nun ist Op|N geméf Satz 228 streng messbar, und f — g|M ist nach Satz 263 und Satz 231 ebenfalls streng
messbar. Somit kann Satz 232 angewendet werden.
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Zu (3). Wegen (2) ist f = f’ v-L.ii., also auch || f||" = ||f'||P v-L.ii., wobei ||f]|” und ||f’||” nach
Satz 324(2) v-integrierbar, erst recht v-quasiintegrierbar sind, so dass nach Satz 295(2) folgt
S dy = [ || f']|” dv. Somit folgt fiir den Fall p € |0, 0o, dass £, = 1711,

Auferdem folgt fiir alle o € [0,00] || f]| < a v-fil. & ||f] < a v-f.i.
Daraus folgt || f|lo, = [|f']|o- Insgesamt gilt also fiir alle p € ]0, oc]: || f[l, = [[f'[l,,

Weiter liegen f — g und f’ — ¢’ in derselben Nebenklasse F' — G, fiir den Fall p € [1, 00| folgt
also aus dem eben Gezeigten | f — g||, = || /' — ¢'[|, und dann auch || f — g||P = [|f" — ¢'l|}, also
in jedem Fall dy,(f,g) = dp(f',¢).

Zu (4). Fir p € [1,00] gilt Dy(F,G) = dp(f,9) = |If —gll, = IF' = Gll- Fiir p € ]0,1] gilt
Dp(F.G) =dp(f,9) = If =gl = IF = G- ®

Nr. 329 (Satz und Def) LP-Riume

Fiir p € ]0, 00| sei LP(v, X, )) der Vektorraum LP /NP ausgestattet mit der Funktion D, (e, e)
(wkM mit dy(e,e) bezeichnet). Das ist ebenso wie £P ein halbmetrischer Vektorraum (ins-
besondere topologischer Vektorraum), in dem aber positive Definitheit gilt, so dass sogar ein
metrischer Vektorraum vorliegt. WkM bezeichnen wir LP(v, X', )) mit LP(v) oder LP.

Fiir p € ]0, 1[ kénnen wir £7/N? auch mit || e|||, (wkM mit || ||, bezeichnet) ausstatten und
erhalten dann einen normierten Vektorraum, der den metrischen Vektorraum LP induziert.
Wir kénnen also L? fiir p € |1,0[ sowohl als normierten wie auch als metrischen Vektorraum
auffassen.

Beweis. trivial. B

Nr. 330 (Satz) Satz von Riesz-Fischer oder Vollstindigkeit der £P und LP-Riume

Fiir p €10, 00] sind die L£P-Rédume sowie die LP-Réaume vollstindig.
Als Korollar folgt unmittelbar:

1. Fiir p € |0, 00] ist LP vollstindiger halbmetrischer Raum,

wéhrend LP vollstindiger metrischer Raum ist.

2. Fiir p € [1,00] ist LP vollstdndiger halbnormierter Raum,

wéahrend LP vollstindiger normierter Vektorraum, Banachraum ist.

Beweis. Der Beweis von [Els 99, Satz 2.5., S. 230], der den Satz von Riesz-Fischer fiir den Fall
Y = K ausspricht, kann {ibernommen werden, sofern der Betrag als Norm interpretiert und
der Begriff der Messbarkeit durch den der strengen Messbarkeit ersetzt wird. B
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10 Das Lebesgue-Integral

10.1 Das MaR einer Malkette

Nr. 331 (Def) I

Sei T Makkette.
0 falls T kein Maximum besitzt

Jr:={la,b] : a,b € TANa<byUM, wobei M :=
{max T} sonst

Bem. Im Fall T = R ist M = (), und die Definition von J
stimmt dann mit der frither gegebenen Definition von Jg (Def 184) iiberein.

Nr. 332 (Satz) Jr als Halbring iiber der nichtleeren MafRkkette T

Fiir nichtleere Mafsketten T ist Jr ein Halbring iiber T.

Beweis. Es miissen die drei Axiome des Halbringes (Def 182) nachgewiesen werden.

Zum Leermengenaziom. Wegen T # () sei a € T. Dann ist [a,a] = () € Jr.

Zur Durchschnitts-Stabilitdt. Fir a < b,c < d mit a,b,c,d € T ist

[a,b][ N [c,d] = [max{a,c}, min {b,d}],

das ist trivialerweise € J, wenn max {a, ¢} < min {b, d}, und ansonsten ist es = () € Jr.
Existiert max T, so ist auferdem {maxT} N {maxT} = {maxT} € Jr und {max T} N[a,b] =
0 e J.

Zum Differenzaziom. Sei wieder a < b,c < d mit a,b,c,d € T gegeben. Dann ist [a,b] \ [¢,d]
disjunkte Vereinigung von Elementen von Jr, was ganz entsprechend bewiesen wird wie das
Differenzaxiom in Satz 184.

Existiert schliefslich max T, so ist auferdem [a, b[\{max T} bzw. {max T} \ [a, b] bzw. {max T}\
{max T} jeweils ein Element von Jr (némlich [a,b] bzw. {max T} bzw. () und somit ebenfalls
eine disjunkte Vereinigungen von Elementen von Jy. B

Da Makketten T mit der Ordnungstopologie einen topologischen Raum bilden, existiert die
Menge der B := B der Borelmengen von T, das ist nach Def 189 die von der Menge O
der offenen Mengen von T erzeugte o-Algebra or(9). Der folgenden Satz nennt einige der
Erzeuger der Menge B der Borelmengen von T:
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Nr. 333 (Satz) Verschiedene Erzeuger der Borelmengen auf einer nichtleeren
Mafikette T

Sei T nichtleere Makkette. Dann sind folgende Mengensysteme Erzeuger von Br:

Or = {U CT : U ist offen}
Cp := {U CT : U ist geschlossen}
AT = {U CT: U ist kompakt}
Iy = {[a,b] : a,beT A a<b}U{D}
Jr = Ty == {[a,b] : a,b€T A a <b}UM,

) {Q) falls T kein Maximum besitzt
wobei M =

{maxT} sonst

3T = {Up_; Ar : neN AAy, ..., A, € JIr disjunkt}

Beweis. B = 0(9) = 0(€) = o(R) folgt aus Satz 191, denn T ist ja Hausdorfiraum (Satz 27)
sowie ein K,-Raum (Satz 74(1)).

o(Jm)) = o(9O) | Nach Satz 79 gibt es eine Submakkette D von R, so dass T und D isomorph

sind; sei f: T — D ein entsprechender Mafketten-Isomorphismus. Ist nun 2 beliebige Teil-
menge von PB(T), so gilt:

(A) or() = f [on(f[AD]

Da nimlich f~1: D — T gilt, folgt aus Satz 194, dass op(f[A]) = f[or()] und (A) folgt
durch Anwendung von f~! auf beide Seiten dieser Gleichung.

Mit Blick auf die Isotonie des Isomorphismus f ist nun f[J] = Jjp), was trivialerweise
= Jg) M D ist. Dann ist aber

J = op(J D = J D = D = D).
UD(f[[J[T]]]) UD(J[R] d ) Satz 195 O-R(J[R]) n Satz 193 UR(DR) m Satz 195 OD(DR n )

Nun ist Or M D die Menge der D-offenen Mengen Op, also insgesamt
on(f[Im]) = on(On)-

Weiter folgt nun f~![op(f[Im])] = f~[on(On)] ot 1ot or(f~Op]). Da f als Mafketten-

Isomorphismus f zugleich Homdomorphismus von T in D ist (Satz 77), ist aber f~![Op] = Or.
Somit ist schlieflich f~![on(f[Ipp])] = or(Or). Insgesamt konnen wir Gleichung (A), wenn
wir fiir 2 die Menge J7 einsetzen, umformen zu: o1 (Jr)) = or(O1).

o(Jr) = o(Jr) | €. Fiir jedes Intervall [a,b] € Tr gilt [a,b] = [a,0] \ [a,a] € o(Tjq)). Falls

max T existiert, ist auferdem {max T} nach Sétzen 192 und 27 Borelmenge, also € B = o(Jr).
Somit ist I C o(Jry), also auch o(Jr) € o(Jry).

2. Wenn wir zeigen, dass Jr) € o(J), folgt o(Jir) € o(J), und wir sind fertig. Um nun

Jim) € 0(J) zu beweisen, geniigt es, fiir jedes t € T zu zeigen dass {t} € o(Jr): dann folgt
némlich sowohl [a,b] = [a,b[ U {b} € o(J7) als auch {max T} € o(Jr), falls max T existiert.
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Sei also t € T. Wenn ¢ = max T, ist per Def sofort {t} € Jp C o(J7). Wir kénnen also anneh-
men, dass es ein s € T gibt mit ¢ < s. Ist ¢ rechts-zerstreut, so ist {t} = [t,o(t)[ € I C o(T).
Ist aber ¢ rechts-dicht, so ist ¢ Berithrungspunkt von Jt,s|, d. h. es gibt in jeder Umge-
bung von ¢ einen Punkt aus |t,s]. Da T metrisierbar ist, ist ¢ als Beriihrungspunkt dadurch
charakterisiert, dass es eine Folge (sy) in |t, s] gibt, die gegen ¢ konvergiert. Dann ist aber

{t} = mneN [t7 Sn[ € U(jT)'

’o(’JT) =o(Fr) ‘ Da J1 Halbring iiber T ist (Satz 332), folgt aus Satz 188, dass p(Jr) = F,
und daher aus Satz 187, Zusatz 2, dass o(J1) = o(p(I71)) = o(Fr). B

Nr. 334 (Satz und Def) lebesgue-stieltjesscher und lebesguescher Inhalt iiber R

Sei F: R — R isoton, zum Beispiel F' = idg. Dann ist durch
vwr): IR — R, vwp([a,b]) = F(b) — F(a) fiir alle a,b € R mit a <b
ein g-endlicher Inhalt auf dem Halbring Jr iiber R definiert.

v, r) heibt der lebesgue-stieltjessche Inhalt iiber R beziiglich F'.
VR i= V(R,idg) heilst der lebesquesche Inhalt oder schlechthin Inhalt iiber R.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 2.1(a), S. 37]. &

Nr. 335 (Satz und Def) lebesguescher Inhalt vy
iiber einer nichtleeren Malikette T

Sei T nichtleere Mafkette mit Wachstumseichung . Dann ist durch

t falls A = [s,t[ mit s, € T und s <t
vp: Op — R, VA€ Jp v(A) = uit,s) falls A=, [,m,l $telundss
0 falls max T existiert und A = {max T}

ein o-endlicher Inhalt vr auf Jt iiber T definiert,
der im Standardfall T = R mit dem lebesgueschen Inhalt iibereinstimmt.

Wegen der Ubereinstimmung dieses Inhalts mit dem lebesgueschen Inhalt im Fall der Standardmak-
kette soll vr auch im allgemeinen Fall der lebesguesche Inhalt iiber der Mafkkette heifen. Wir nennen
ihn auch kurz den Inhalt iber T schlechthin.

Beweis. Zunédchst zur Wohldefiniertheit von v. Wenn [s,t[ = [u,v], so ist zu zeigen, dass
p(t, s) = p(v,w). Zunichst ist im Fall s <t die Menge M := [s,t[ = [u, v[ nichtleer, und es ist
s=min M =wu und t = sup M = v, also pu(t,s) = p(v,u). Im Fall s =t aber ist M = (), und
dann muss auch u = v sein. Also ist dann u(t,s) = u(t,t) = 0 = p(v,v) = p(v,u).
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Zur Additivitét. Sei (A;);c; disjunkte endliche Folge in Jt mit (J;c; As € I,

Sei zundchst I = (). Mit einem t € T (nach Voraussetzung ist T # () ist dann v({J;c; 4i) =
p(0) = ([t H]) = (k. t) = 0 = Sye v(Ay).

Ist I # 0, so konnen wir durch Umindizieren erreichen dass I = {1,...,n} mit n € N®. Dann
sind Ay, ..., A, disjunkte Elemente von Jr mit [ J;-; A; € Jp. Dann gibt es zwei Fille:

— max T existiert und {max T} ist eines der Elemente A;
— alle A; sind Intervalle [a, b mit a,b € T, a <b

Im ersten Fall ist maxT € |J_; A; € Jr, da aber das einzige Element von Jr, was max T
enthalten kann, {maxT} ist, folgt U;_; 4i = {maxT}. Wegen der Disjunktheit der A; ist
dann fiir genau ein ig € I wahr, dass A;, = {max T}, wihrend die iibrigen A; (mit j # i)
gleich 0 sind. Es ist dann v({J; 4;) = v(4;,) = v({maxT}) = 0 = v(A;,) = D q v(4;).

Im zweiten Fall konnen wir (notigenfalls durch Vertauschen der Bezeichnungen der Mengen
Ay,) erreichen, dass es Elemente a,ag,a,...,a0,,0 mit a = ap < a1 < --- < a, = b gibt, so
dass gilt: Vi € {1,...,n} A; = [an—1,an[. Es ist dann v(J; A;) = v([a,b]) = (b, a), das ist
per Kozyklus-Eigenschaft = " | pu(ai, ai—1) = Y iy v([ai—1ai]) = > i v(Ai).

Somit ist gezeigt, dass v additiv, also ein Inhalt auf dem Halbring Jp ist.

Zur o-Endlichkeit. Geméls Def 206 ist zu zeigen, dass T abzihlbare Vereinigung von Mengen
auf Jr ist, deren Maf endlich ist. Nach Satz 74(3) ist jede Mafkette T Vereinigung abzéhlbar
vieler kompakter Intervalle, von denen je zwei verschiedene héchstens einen Punkt gemeinsam
haben, der dann gemeinsamer Grenzpunkt dieser beiden Intervalle ist. Ersetzen wir diese In-
tervalle [a, b] durch [a, b], und fiigen, falls max T existiert, noch {max T} hinzu, so erhalten wir
abzdhlbar viele Mengen aus Jr, deren Vereinigung T ergibt. Aufserdem nimmt v fiir Elemente
von Jr trivialerweise immer endliche Werte an.

Zur Ubereinstimmung mit dem (gemif Def 334 festgelegten) lebesgueschen Inhalt im Falle
T = R. Fiir a,b € R mit a < b ist der lebesguesche Inhalt des Intervalls [a, b] geméfs Def 334
gleich idg (b) — idr(a) = b — a und gemék Def 335 gleich ur(b,a) =b—a. W

Das weitere Vorgehen Um nun den Fortsetzungssatz (Satz 221) auf den lebesgueschen Inhalt
einer Mafskette anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass dieser ein o-endliches Pramaf ist.
Wir gehen von dem bekannten Satz aus, dass dies fiir die Standardmafskette R gilt, und zeigen
zunichst, dass auch die Inhalte aller nichtleeren Submafketten von R o-endliche Pramafe
sind. Anschliefend weiten wir das Ergebnis auf beliebige nichtleere Mafketten T aus.

Nr. 336 (Satz) Der lebesguesche Inhalt iiber R als Priamaf

Alle lebesgue-stieltjesschen Inhalte v(g ) mit linksseitig stetigem F
sind o-endliche Pramafke iiber R.
Insbesondere ist der lebesguesche Inhalt vr ein o-endliches Primafs iiber R.

Beweis. Siehe [Els 99, Satz 2.2, S. 38-39|. H
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Nr. 337 (Satz) Der Inhalt iiber einer nichtleeren Submafikette von R
als Pramafs

Der lebesguesche Inhalt vy einer Submafkette T # () von R ist o-endliches Primak.

Beweis. Die o-Endlichkeit wurde in Satz 335 bewiesen. Zu zeigen ist, dass ein Pramal vorliegt.
Sei J = T und J* := Jg[. Sei v* = vg der lebesguesche Inhalt von R und v := vy der von T.
Sei nun (A;);cy eine disjunkte Familie von Elementen von J mit | J;cy Ai € J.

Fiir jedes i € Nsei dann Af := {zx € R : Ja,b € A; a <z < b}. Falls A; linkshalboffenes Inter-
vall [a,b[p :={x €T : a <z <b}in Tmita,b € Tund a < bist, so ist A} das linkshalboffene
Intervall [a, b[y := {z € R : a < x < b} mit denselben Grenzen wie A; und daher mit v*(A4;) =
v(A;). Falls A; = {max T} ist, so ist A} ebenfalls = {max T}. In jedem Fall ist (A},),, oy disjunk-
0 falls T kein Maximum besitzt

te Familie von Elementen von 7* UM, wobei M :=
{max T} sonst

Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Erster Fall: T besitzt ein Maximum und max T € (J;2, 4;. Da {maxT} das einzige Element
von J ist, dass max T enthélt, gilt dann {max T} = (J;2, A;. Wegen der Disjunktheit gilt dann
fiir genau ein ig € N, dass A;, = {max T}, wihrend fiir alle j € I mit j # ip gelten muss:
A; = 0. Es folgt v(U;2y Ai) = v({maxT}) = 0, und auch > 2 v(4;) = v(A4;) = 0.

Zweiter Fall: T besitzt kein Maximum oder maxT ¢ (J;cy Ai- Dann ist keines der A; mit
{maxT'} identisch; also gilt fiir alle i € N, dass A; und A linkshalboffene Intervalle sind mit
v(A;) = v*(A;). Weiter ist dann (A} )nen eine disjunkte Familie von Elementen von J*. Schlief-
lich ist | J;2, A; dann nicht mit {max T} identisch, und ist somit gleich einem linkshalboffenen
Intervall [a,b[y ;== {x € T : a <z <b}. Es folgt Ji2y AF = [a,b[g ={zeR:a<z<b}e
J*. Da v* als PramaR o-additiv ist, folgt also v*([U;2g AF) = > o v (4i), so dass insgesamt:
v(Uizy 4i) = v([a,b[g) =b—a=v"([a,blg) =" (U2 47) = 220 V" (Ai) = 22 v(4). W

Nr. 338 (Satz) Der Inhalt iiber einer beliebigen nichtleeren Mafskette
als Pramafs

Der lebesguesche Inhalt vy einer Mabkette T # () ist o-endliches Pramab.

Beweis. Die o-Endlichkeit wurde in Satz 335 bewiesen. Zu zeigen ist, dass ein Pramal vorliegt.
Nach Satz 79 ist T isomorph zu einer Submafkette D von R. Sei f Mafketten-Isomorphismus
f:T— D. Sei 7 := Jp- Sei v* der Inhalt von D, p* die Wachstumseichung von D, und p
jene von T.

Zunichst gilt die Feststellung, dass fiir A € J stets f[A] € 7’ gilt. Denn es gilt A = [z, y[ mit
z,y € T und = < y, oder es ist A = {maxT}. Im ersten Fall gilt wegen der strengen Isotonie
von f, dass f[A] = [f(x), f(y)[ € D. Ebenfalls per strenger Isotonie von f gilt im zweiten Fall
f({maxT}) = maxD, insbesondere existiert dann zusammen mit max T auch maxD und es
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gilt f[{maxT}| = {maxD} € 7.

Sei nun (A;);cy eine disjunkte Familie von Elementen von J mit |J;2, A4; € J. Dann folgt aus
dem eben Bewiesenen, dass (f[A;]);cy eine disjunkte Familie von Elementen von J’ ist mit
U2, flAi] = fIUZ, Ai] € 3. Wir unterscheiden wieder zwei Fille.

Erster Fall: T besitzt ein Maximum und max T € [J;2, A;. Diesen Fall behandeln wir genau
wie den ersten Fall im Beweis von Satz 337.

Zweiter Fall: T besitzt kein Maximum oder maxT ¢ (J;°, A;. Dann ist sowohl (2 A; wie
auch jedes A; von {maxT} verschieden, also gibt es a,b € T mit a < b und zu jedem i € N
a;,b; € T mit a; < b;, so dass [J;2 Ai = [a,b] und A; = [a;, b;[.

Da nun v* nach Satz 337 ein Pramaf ist, und da aufserdem f als Mafketten-Morphismus
Vax,y €T p*(f(z), fly) = u(z,y) erfiillt (Def 76) und als Makketten-Isomorphismus streng
isoton ist (Satz 77), folgt also:

v(UZo 4i) = v([a,b]) = p(b, a) =

=22V (FIA]) = X0 v (FL 1ai, bil 1) = 220 v ([ (@), £(00)]) = 2220 w7 (£ (bi), f(ai) =

=D ico wbiyai) = 32 g v([ai, bif) = 3772 v(A;). A

Nr. 339 (Satz und Def) borelsche und lebesguesche Groéfien einer Mafikette,
insbesondere die Mafie St und At und die Menge 7

Sei T eine nichtleere Mafkette und vr: 3 — R der lebesguesche Inhalt iiber T.

Sei n das von vy iiber T induzierte dufere Mak nr(ur) (vgl. Def 211)

Da vy nach Satz 338 o-endliches Pramaf iiber T ist (und weil nach Satz 333 o (J7) = Br),
zeigt der Fortsetzungssatz fiir o-endliche Pramafe (Satz 221), dass es jeweils genau eine
Fortsetzung von vy zu einem Mak auf der Menge B der Borelmengen von T sowie zu einem
Maf auf der Menge 2, der n-messbaren Mengen {iber T gibt. Fiir %, schreiben wir L.

Die erste Fortsetzung bezeichnen wir mit Sy und wkM mit 5 und nennen sie das borelsche
Map iiber der Maflkette T, die zweite Fortsetzung bezeichnen wir mit Ar und wkM mit A
und nennen sie das lebesguesche Maf iiber der Mafkette T.

Die Elemente des Definitionsbereichs B von [r [bzw. des Definitionsbereichs £ von
At], also die Borelmengen [bzw. n-messbaren Mengen|, heiflen nun fr-messbaren [bzw. Ap-
messbaren| Mengen; wir nennen sie borel-messbare Mengen [bzw. lebesgue-messbare Mengen|.

Wir nennen (T,Bt) bzw. (T, Lr) den borelschen bzw. lebesquesche Messraum von T und
(T, BT, Or) bzw. (T, L1, AT) den borelschen bzw. lebesquesche Mafraum von T.

180



KAPITEL 10. LEBESGUE-INTEGRAL 10.1. MAf% EINER MAKETTE

Nr. 340 (Satz) Verhiltnis zwischen den borelschen und lebesgueschen Gréfien
einer Mafikette

Fiir nichtleere Mafketten T gilt:
1. I CBr C Ly CT
2. pr ist die eindeutig bestimmte Fortsetzung von vy auf B

3. Ar ist die eindeutig bestimmte Fortsetzung von vy auf L,

und At ist eine Fortsetzung und die Vervollstdndigung von (Bt tiiber T

4. Der Mafraum (T, £, Ar) ist die Vervollstiandigung von (T, BT, Br)

Beweis. Folgt mit Blick auf Def 339 aus Satz 221. B

Vereinbarung: Bedeutung von < pu,v, (6, A, B, 9O, £ im Zusammenhang
einer nichtleeren Malkette

Im Zusammenhang mit einer nichtleeren Mafkkette T bezeichne von jetzt an < die Kleiner-
gleichrelation von T, p die Wachstumseichung, v den lebesgueschen Inhalt, 5 das borelsche
Mafs, A das lebesguesche Mak, O die Menge O der offenen, B die Menge B der borel-
messbaren und £ die Menge £1 der lebesgue-messbaren Teilmengen von T.

Nr. 341 (Satz) Messbarkeit und Maf einelementiger Mengen in Maftketten

Einelementige Mengen einer Makkette sind borel— und lebesgue-messbar, und es gilt:

1. Ist t € T rechts-dicht, so ist B({t}) = A({t}) =0

2. Ist t € T rechts-zerstreut, so ist S({t}) = A{t}) = p*(t) >0

Beweis. Zunéchst ist {¢t} nach Satz 192 eine Borelmenge, also {t} borel-messbar, und dann
nach Satz 340(3) erst recht lebesgue-messbar.

Zu (1). Wegen der Nichtnegativitdt und der Isotonie von 3 (Satz 202) gilt fiir jedes u > t:
(A) 0<p({t}) < B([t,ul) = v([t,ul = p(u, t).

Wegen der Stetigkeit von u(e,t) an der Stelle ¢ gibt es zu jedem € > 0 eine Umgebung U von
t mit fiir alle u € U: |u(u,t) — p(t,t)] < e, das heilt |u(u,t)| < e. Da t rechts-dicht ist, gibt
es nach Satz 36(2) ein v € U mit u > t. Fiir dieses ist dann nach dem Axiom der strengen

Isotonie fiir Makketten p(u,t) positiv, also u(u,t) = |p(u,t)| < . Zusammen mit (A) folgt
also 0 < B({t}) < e. Da dies fiir jedes ¢ gilt, folgt schlieklich 3({t}) = 0.
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Zu (2). Fiir rechts-zerstreutes ¢ gilt {t} = [t, o(t)[ und daher G({t}) = B([t,o(t)[ = v([t,o(t)[ =
p(o(t),t), letzteres ist (per Def 72) = p*(t) und per Axiom der strengen Isotonie > 0. W

Nr. 342 (Satz) Zusammenhang zwischen mafitheoretischen
und anderen Treppenfunktionen

Sei T nichtleere beschrinkte Mafkkette mit min T < maxT. Dann gilt:

Beweis. Die erste Teilmengenbeziehung ist trivial. Weiter hat jedes f aus 7j(T, X) offenbar
eine Darstellung > """ | xB,1.x,3,,0, wobei 3; € X und B; offene Intervalle oder einelementige
Mengen sind, mit Blick auf Satz 192 also auf jeden Fall Borelmengen (also sowohl borel- wie
auch lebesgue-messbare Mengen). Somit ist x g, T,x,8,,0 geméafk Satz 259 messbar. Per Linearitit
der Messbarkeit (Satz 250) ist dann auch f messbar. Da Wb(f) trivialerweise endlich ist, ist
insgesamt f € 7,,(T, X). W

Nr. 343 (Satz und Def) Borel-Messbarkeit und Lebesgue-Messbarkeit einer auf
T definierten Funktion

Sei f: T — K oder — Y. so dass gilt:
die linke o-Algebra von f ist B und die rechte ist R := B bzw. By. Wir definieren nun:

f ist Borel-messbar bzw. streng Borel-messbar
& f ist Bpr-R-messbar bzw. streng Bp-R-messbar

f ist Lebesgue-messbar bzw. streng Lebesgue-messbar
= f ist £p-R messhar bzw. streng £7-SR-messbar

Ist f Borel-messbare bzw. streng Borel-messbar,
so auch Lebesgue-messbar bzw. streng Lebesgue-messbar.

Beweis. Folgt sofort B C £r (Satz 340). B

Nr. 344 (Satz) Strenge Messbarkeit der Funktionen aus R(T,))

Ist T # () MaBkette und f: T — ) sprungstetig, so ist f streng messbar
(das heifst streng Borel-messbar, und nach Satz 343 auch streng Lebesgue-messbar).

Beweis. Wir behandeln zuerst einen Spezialfall und dann den allgemeinen Fall.

(1). Zunéchst liege der Spezialfall vor, dass T beschrankt ist mit ¢ = minT < maxT = b.
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Dann ist f nach Satz 120 gleich der Grenzfunktion lim f,, einer konvergenten Folge (f,) von
Elementen von 7j((T,)) (und somit nach Satz 342 von Elementen von 7,,(T,Y)). Also ist f
nach Sétzen 257 und 244 streng messbar.

(2) Tm allgemeinen Fall ist T nach Satz 74(3) abzéhlbare Vereinigung disjunkter Mengen T;
(i € I, I abzéhlbar), unter denen nur nichtleere kompakte Intervalle und einelementige Mengen
vorkommen. Die T; sind nach S&tzen 341 und 333 Borelmengen.

Fiir jedes ¢ € I ist nun die Funktion f|T; streng messbar: dies folgt im Fall, dass T; einelementig
ist, aus Satz 228 und im Fall, dass T; kompaktes Intervall (mit mehr als einem Element) ist,
aus (1).

Nach Satz 314(1) ist auch die Funktion f; := f - x1, streng messbar (die Voraussetzungen des
Satzes sind erfiillt, da die T; Borelmengen sind, also zur linken o-Algebra von f gehoren).

Ist nun I endlich, so kénnen wir durch Umindizierung erreichen, dass I = [1,n] fiir ein n € N®
(beachte I # () wegen T # (), und es gilt f = > | fi, also ist f nach Satz 263 streng messbar.

Fiir unendliches (aber abzéhlbares) I aber kénnen wir durch Umindizierung erreichen, dass

I =N. Dann ist f trivialerweise gleich der Grenzfunktion von (377 fi);cy, und somit wegen
Satz 244 streng messbar. B
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10.2 Konstruktion und Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Nr. 345 (Satz und Def) (Borel- und) Lebesgue-Integrierbarkeit sowie
(Borel- und) Lebesgue-Integral auf nichtleeren Maftketten

Sei T nichtleere Mafikette, und f — T — K oder — .

f ist Borel-integrierbar & f ist B-integrierbar,
f ist Lebesgue-integrierbar < f ist A-integrierbar

Im Fall der Borel- bzw. Lebesgue-Integrierbarkeit bezeichnen wir
das Integral [ fdg3 bzw. [ fd\ als das Borel- bzw. Lebesque-Integral von f.

Mit Z(A, T, K) bzw. Z(\, T, Y) oder wkM Z(\) oder Z bezeichnen wir
die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen von T in K bzw. in .

Ist f Borel-integrierbar, so auch Lebesgue-integrierbar und es gilt dann [ fdS = [ fdA.

Beweis. Wir fiithren den Beweis in sechs Teilen.

(1). Sei zunéchst f reellwertige nichtnegative Treppenfunktion: f = Y1 | a;x 4, mit n € N,
a; € RZ% und A; € B fiir i € {1,...,n}. Wegen B C £ und weil X Fortsetzung von 3 ist (Satz
340), gilt A; € £ und somit geméf Def 267:

JFaB =30 if(A) = 30, aid(Ay) = [ fdA

(2). Sei f nichtnegative messbare Funktion. Ist nun (f,,) gleichméfkig gegen f konvergente Fol-
ge von reellwertigen nichtnegativen Treppenfunktionen, so folgt aus (1) geméf Def 269 durch
Limesiibergang, dass [ fdg8 = [ fdA.

(3). Sei f Borel-integrierbar, d. h. B-integrierbar, also nach Satz 301 streng Borel-messbar mit
J IIflldv < co. Dann ist f nach Satz 343 auch streng Lebesgue-messbar. Weiter ist || f|| € M™
und es folgt [ ||f]| dA 5 JIf]ldB < oo, also ist f A-integrierbar, d. h. Lebesgue-integrierbar.

(4). Sei f Borel-integrierbar mit Werten in K. Nach (3) ist f dann A-integrierbar, und wegen
(2) folgt gemih Def 278, dass [ fdB = [ fdA.

(5). Sei f einfache (-integrierbare Funktion in ) mit paarweise verschiedenen Werten ay, ..., ay.
Nach (3) ist f auch einfache A-integrierbare Funktion mit diesen Werten. Fiir ¢ € {1,...,n}
sei A; := f~1[{a;}]. Weil nun X Fortsetzung von 3 ist (Satz 340) gilt geméif Def 302 [ fdB =

iy if(A) = D M (Ay) = [ fdX

(6). Sei f Borel-integrierbar mit Werten in Y. Nach (3) ist f A-integrierbar. Wir wéhlen eine
folge (fy) mit der Eigenschaft, dass die f,, S-integrierbare (somit auch A-integrierbare) einfache
Funktionen sind, wobei sup || f,|| [-integrierbar (somit auch A-integrierbar) und reell ist. Es
folgt dann aus (5) durch Limesiibergang, dass [ fd8 = [ fd\. B
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Nr. 346 (Satz und Def) (Borel- und) Lebesgue-Integral {iber Teilmengen
nichtleerer Mafiketten

Sei T nichtleere Mafkette, und f: T — K oder — .

Ist T'€ B bzw. T € £ und
ist f|T oder f - xr (also nach Satz 314 beides) Borel- bzw. Lebesgue-integrierbar,
so heiBt das G- bzw. A\-Integral [, fdS bzw. [ fdX von f tiber T
das Borel- bzw. Lebesgue-Integral von f iiber T.
1. Ist f Borel- bzw. Lebesgue-integrierbar und 7' € 8 bzw. € £,

so ist f|T Borel- bzw. Lebesgue-integrierbar (also [ f df baw. [ f d\ wohldefiniert)

2. Ist f - xr Borel- (und somit Lebesgue-)integrierbar, so gilt [, fdf = [, fdA.

Beweis. Zu (1) siehe Satz 317. Zu (2). [ fdA= [ f-x7rdA ot s Jf-xrdf=[,fd5. 1

Nr. 347 (Satz und Def) (Borel- und) Lebesgue-Integral in den Grenzen von a
bis b auf nichtleeren Malketten

Sei T nichtleere Mafkette, und f: T — K oder — V. Sei a,beT.

Bezeichne hier a entweder das Maf 3 oder A, und sei f a-integrierbar.

Dann sind auch f - X8, J * X{ap[ [ Xap]> | * X[a,p) @-integrierbar,
also die Borel- bzw. Lebesgue-Integrale f[a y fda f[a o f dev, f]a y £ da, f[a y | dov definiert,
und wir definieren das Borel- bzw. Lebesgue-Integral von f in den Grenzen von a bis b durch

+ da fallsa <b
f;fdoz = { f[a’b[f amas Es gilt:

—f[ba[fda falls b < a

1. Fiir a € T ist f[aa[fda:O

(so dass, wenn sowohl a < b wie auch b < a und somit a = b gilt, die im Definiens angegebenen
Integrale f[a‘b[ fda und — f[b o f dev iibereinstimmen, némlich = 0 sind)

2. Ist f Borel-Integrierbar (und damit Lebesgue-integrierbar), so gilt f;fd/j = fabfd)\
3. Fiir a,b € T gilt stets [* f do = 0 sowie fabfda =—J; fda

4. Ist T=R und a < b, so fabfda:f[ab}fda:f]ab[fda:f]ab}fda:f[ab[fda.

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass f - X(ap), [ X[ap[ [ XJa,p]> [ X[a,p) Borel- bzw. Lebesgue-
integrierbar ist. Dazu miissen wir nach Satz 346(1) nur zeigen, dass die Integrationsbereiche
la,b[,[a,b],]a,bl, [a,b] Elemente von B bzw. £ sind. Mit Blick auf Satz 333 sind zunéchst
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{a} = [a] und {b} = [b] ebenso wie [a,b] als kompakte Mengen € 9B, als offene Menge ist
la, b[ € B; damit folgt auch, dass [a,b] = Ja,b[U{a} € B ist. Ebenso ist ]a,b] = |a, b[U{b} € B.
Wegen B C £ sind die angegebenen Mengen auch € £.

Zu (1). f[a,a[fda = [pfda= [ fxpda= [0da=0.
Zu (2). Folgt aus Satz 346(2).
Zu (3). f; fda= f[a o fda (T) 0 und die zweite Behauptung folgt sofort aus der Definition.

Zu (4). Nach Satz 341 gilt a({a}) = a({b}) = 0, und die Behauptung folgt aus Satz 317.

Nr. 348 (Satz) Additivitit beziiglich Integrationsbereich fiir das (Borel- und)
Lebesgue-Integral auf nichtleeren Maftketten

Sei T nichtleere Mafkette, f: T — K oder — Y borel- bzw. lebesgue-integrierbare
Funktion und a,b,c € T. Dann gilt:

1. (Additionsregel)  [7 fdB = fabfdﬁ + [y fdB bzw. [ fd\ = fabfd)‘ + f, fdx

2. (Subtraktionsregel) [ fdf — [P fdB = [ fdB baw. [Cfd\— [P fdx= [ fdA

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall a < b < ¢. Dann folgt die Behauptung direkt aus
Satz 317(2). Fiir die iibrigen fiinf Falle und die Subtraktionsregel kann man den entsprechenden
Beweisteil aus dem Beweis von Satz 164 iibernehmen. ll

Nr. 349 (Satz) (Borel- und) Lebesgue-Integrierbarkeit
sprungstetiger Funktionen

Ist T beschrinkte MaBkette mit a = minT < maxT = b,
so ist jede Funktion f € R(T,)Y) Borel- und Lebesgue-integrierbar.

Beweis. Nach Satz 344 ist f ist streng messbar. Da f nach Satz 107 zum Banachraum der
beschrinkten Funktionen von T in ) gehort, gibt es ein s € R mit ||f]| < s*, wobei s* die
konstante Funktion von T in R ist mit V z € T s*(x) = s. Nun ist s* messbar und nimmt nur
einen Wert an, der nichtnegativ ist; daher ist s* € 7,7. Weil nun s* = sxr, gilt per Def 264,
dass [ 578 = sA(T) = sB(la,b]) = s(Fla,b] + B{BY) = s(v([a,b]) + v{b}) = s(u(ba) + 0)
sp(b,a) < oo, also ist s* integrierbar, und nach Satz 301 ist auch f Borel-integrierbar. Nach
Satz 345 ist dann f erst recht Lebesgue-integrierbar. B
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Nr. 350 (Satz) Vergleich des Borel- und Lebesgue-Integrals
mit den zuvor definierten Integralen

Sei T Makkette mit a = minT < maxT = b und sei f € R(T,Y), also Cauchy-
integrierbar und nach Satz 349 auch Borel- und Lebesgue-integrierbar.

Dann stimmen das Borel- und Lebesgue-Integral von f mit dem Cauchy-Integral iiberein:

2 f@yds = [0 flw)dr = [0 f(x)Ax.

Mit Satz 174 folgt als unmittelbares Korollar: ist f auch € Zor(T,K), stimmt auch das
Cauchy-Riemann-Integral mit den anderen Integralen iiberein, das heikt es gilt:

P f@)ds =[P f@)dr = [ f(x)Az = [* f(z) da.

Beweis. Wegen Satz 347 gilt f; f(z)dB = ff f(z)d\, somit bleibt nur f; f(z)dB = f; f(z)Az
zu zeigen. Da f sprungstetig ist, gibt es nach Satz 120 zu f

eine Folge (f,) von |[-Treppenfunktionen f,: T — Y,

die gleichmifig gegen f konvergiert. Die f, sind nach Satz 119 Elemente von R(T,)), also
wie f selbst zugleich Cauchy—, Borel- und Lebesgue-integrierbar.

Nach dem Konvergenzsatz 142 fiir Cauchy-Integrale gilt nun lim,,_, f; fnAx = fab fAx.
Andererseits gilt nach dem Satz 313 von der majorisierten Konvergenz lim, . f: fndB =

ff fdg, denn f und alle f, sind als integrierbare Funktionen streng messbar, und es gibt ein
integrierbares g € M™(T,R) mit fiir alle Indizes n der Folge und alle z € T: || f(x)| < g(=).

Ein solches g kann man némlich wie folgt konstruieren. Da f beschrinkt ist (Satz 119), gibt es
eine positive obere Schranke s mit V z € T || f(z)| < s. Wegen der gleichmifigen Konvergenz
von (fn) gibt es ferner zu € := 1 einen Index ng mit fiir alle n > ng und alle z € T :
(@) = f(@)]| < 1, also [|fu(2)]| < |[fu(z) = f(@)] + ()] < s+ 1. Da die Menge der
Werte, welche eine Treppenfunktion annimmt, endlich ist, ist auch die Menge der Werte,
welche die Treppenfunktionen f, mit Index n < ng annehmen, eine endliche Menge M. Dann
ist auch die Menge {||z| : * € M} endlich, besitzt also ein Maximum s*. Setzen wir nun
m := max {s*, s + 1}, so gilt fiir alle € T und alle Indizes n der Folge (f,,), dass || fn(z)| < m.
Infolgedessen kénnen wir als g die Funktion f: T — R nehmen, die konstant auf m abbildet:
diese ist nach Satz 279 integrierbar (erst recht messbar und darum als nichtnegative Funktion
€ M™) und es gilt fiir alle Indizes n und z € T: ||fn(z)]| < m = g(z).

Der Satz von der majorisierten Konvergenz ist also anwendbar und liefert lim, ff fndB =
f: fdB. Wenn somit die Gleichheit der Integrale fiir die |[-Treppenfunktionen f, bewiesen ist,

folgt ff fAz = lim,_o f: frA = lim, o0 ff fndfB = ff fdpB und wir sind fertig.

Wir brauchen daher die Behauptung ff flx)ds = ff f(x)Az nur noch fiir |[-Treppenfunktion
f zu beweisen. Da sowohl das Borel- wie auch das Cauchy-Integral additiv bzgl. des Integrati-
onsbereichs ist (Satz 131(3) und 348(1)), konnen wir weiter annehmen, dass eine |[-Zerlegung
fiir f vorliegt, die nur zwei Teilungspunkte a, b besitzt, so dass f {iber ]a, b[ konstant ist:
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’ab jetzt sei f iiber ]a,b] konstant ‘ Sei @’ := f(a) und ¢ der konstante Wert von f iiber ]a, b
(falls diese Menge nicht leer ist, also im rechts-dichten Fall). Wir beweisen nun:

Lemma 1: fb f(x)dB = fb f(x)Az gilt, wenn a rechts-dicht ist.
Lemma 2: [ f(x)df = [ f(x)Az gilt auch, wenn a rechts-zerstreut ist und b = o(a) gilt.

. b
|Zu Lemma 1], B =
u Lemma sist [ f(x)dp el 37

gemeinerten charakteristischen Funktion (Def 258) ist das gleich [(X{a},T,a/,0 + X]ab[T.’,0) 45

curs 10 Xty 048+ [ Xjapire0dB (= a'B({a}) +¢B((a, b))
Da a rechts-dicht ist, folgt aus Satz 341(1), dass S({a}) = 0, und aus der Subtraktionsformel

fiir Mage folgt 8(1a, b = B(a,b[\ {a}) . = Bla,b]) — B{a}) = B(la,b]) = p(b,a).

Satz 203(3)
Insgesamt gilt also f;f(w) ds = du(b,a),
und nach Satz 137 ist im rechts-dichten Fall auch ff f(x)Az = u(b, a).

| Zu Lemma 2. Nach Voraussetzung ist a rechts-zerstreut und b = o(a), also ist Ja, b] leer, also

[a,b] = {a} und es folgt
b j—
Jo (@) dB Def 347

stischen Funktion (Def 258) ist das gleich [ X110 0dB . = d'B({a}).
e Satz 303

Nun ist fiir rechts-zerstreutes a nach Satz 341(2) f({a}) = p*(a), also folgt fff(x) dp =
a'p*(a), und nach Satz 135 ist auch f; f(z)Az = a/p*(a). Damit sind die Lemmata bewiesen.

f[a bl f(z)dpB, mit Blick auf die Definition der verall-

J w (z) dB, mit Blick auf die Definition der verallgemeinerten charakteri-

Nun zeigen wir gemik dem Induktionsprinzip Satz 42, dass V' t € [a, b] fat flz)dp = f; f(z)Ax
gilt. Dann gilt insbesondere f; f(z)ds = fab Ax und der Beweis ist abgeschlossen.

[A] [ f(@)dB = 0= [* f(z)Ax.

. Ist ¢ rechts-zerstreut und gilt fcf flx)ds = f(f f(x)Az, so folgt
fag(t) f(z)ds = fs(t) f(z)Az wegen Lemma 2 und der Additivitit des Integrationsbereichs.

. Sei t rechts-dicht mit fat f(z)dg = f(ff(a:)Ax, und ist s > t, so gilt [ f(z)dB =
[7 f(x)Az wegen Lemma 1 und der Additivitét des Integrationsbereichs.

. Sei t links-dicht und V s € T<! [* f(x)dB = [ f(x)Ax vorausgesetzt. Da ¢ links-dicht
ist, konnen wir ein @ € ]a, t[ wihlen. Es ist dann f iiber [a, ¢[ konstant = ¢/
Aus Voraussetzung und Additivitit bzgl. Integrationsbereich folgt fiir s € T mit a < s <t

(A) [; f(@)dp = [; f(z)Aw.

Zu zeigen ist nun zum Abschluss des Beweisteils (VP) und somit des gesamten Beweises, dass

Ja f@)dB = [} f(z)Ax,

denn per Additivitdt beziiglich Integrationsbereich folgt aus (*) sofort f(f f(z)dp = fj Azx.
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Nun ist ¢ links-dichter Punkt von [a, t], also nach Satz 36(2) Haufungspunkt von [a, t[. Daraus
folgt (wenn man noch beachtet, dass Mafketten nach Satz 73 metrische Rédume sind), dass es
eine gegen ¢ strebende Folge (Sn)nEN in [a,t] gibt. Da fast alle ihrer Glieder in ]a, t[ liegen,
kénnen wir von vornherein annehmen, dass Vn € N s, € |a, t[.

Sei nun fiir Teilmengen 7" von T mit f - x7 (wie in Satz 314) die Funktion von T in Y gemeint

mit VeeT (f xr)(z):= flx) fallszeT

Mit Def 347 und Satz 314 folgt
0 sonst
) JifdB=JfXands

Fir n € N sei fn = [ Xja,s,[- Die fn sind nach Satz 347 integrierbar und als integrierbare

Funktionen sind sie streng messbar; aukerdem strebt trivialerweise ( fn)nEN gegen f - Xa[-
Mittels des Satzes von der majorisierten Konvergenz soll nun gezeigt werden, dass

ff ) X[d,t[dﬁ = limy, 00 ffn dg.

Da f integrierbar ist, ist nach Satz 301 erst recht ||f|| integrierbar. Dann ist trivialerweise
£l € M+ und es gilt fiir alle n € N || f|| < ||f]|. Daher kann der Satz 313 von der majorisier-
ten Konvergenz angewendet werden und liefert [ f - Xjat[dB = lim, o0 / fn dp. Mit (B) folgt

) f;fdﬂ: hmn—»ooffndﬁ

Hierbei ist [ f, d per Def von f, gleich [ [ Xfa,sn[ 48, was wegen Def 347 und Satz 314 gleich
Jor fdpist. Nach (A) ist das = [;" f(2z)Az. Somit geht (C) iiber in

D) [IfdB =limy o [ f(z)Ax

Da f fiir alle n € N auf [a, s,[ mit der konstant auf ¢ abbildenden Funktion {ibereinstimmt,

folgt aus Satz 133(1), dass fS" flx)Az = f;” dAx 5 i4( 2 pu(sn, a).

at
Also folgt lim, f;” foAz = limy, oo p(sp,a) = ¢ limy, o0 p(sp,a), das ist wegen der
Stetigkeit von p(e,a) (Satz 68) gleich ¢ u(t,a) = [YdAx.

Satz 134(2) ¢
Da f auf [a,t] mit der konstant auf ¢ abbildenden Funktion {ibereinstimmt, folgt schliefflich
aus Satz 133(1), dass f; dAzr = f(f f(z)Az
Somit geht (D) iiber in f; fds= f; f(z)Ax. Es gilt also (*), was zu zeigen war. B

Schlusswort

Die unabhéngig voneinander eingefiilhrten Integrale auf Mafiketten — ndmlich das Cauchy-
Integral, das Cauchy-Riemann-Integral sowie das (Borel- und) Lebesgue-Integral — stimmen
fiir Funktionen, die entsprechend integrierbar sind, stets iiberein.

Sie unterscheiden sich nur durch die jeweils verschiedene Bereiche integrierbarer Funktio-
nen: Der Bereich Zogr(T,)) der Cauchy-Riemann-integrierbaren Funktionen von T in ) ist
Teilmenge des Bereichs R(T,Y) der Cauchy-integrierbaren Funktionen, dieser ist Teilmenge
des Bereichs Z(3,T,)) der Borel-integrierbaren und dieser schlieflich Teilmenge des Bereichs
Z(A, T,Y) der Lebesgue-integrierbaren Funktionen.
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Anhang

Separable Raume

Nr. 351 (Satz und Def) separabler Raum und separable Menge in einem Raum
Sei X topologischer Raum. X ist separabel <= X besitzt eine abzdhlbare dichte Menge.

Sei X = (X, 90) topologischer Raum und A C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Der topologische Unterraum A := (A, 90 4) von X ist separabel
2. Es gibt ein abzéhlbares D C Amit Va€ AVU € Uy(a) UND #D
3. Es gibt ein abzahlbares D C AmitVa € AV U € Uy(a) UND #0

und wir definieren:

A ist separable Menge im Raum X & es gilt eine [und daher jede] dieser Aussagen.

Aquivalenzbeweis. (1) ist per Def der Separabilitit von A dquivalent zu (2), denn (2) umschreibt die
Aussagen, dass es in A abzihlbare dichte Menge gibt.

Aus (2) folgt (3). Seia € Aund U eine X-Umgebung von a. Es ist dann U* := UN A eine A-Umgebung
von a, wegen (2) also ) £ U* N D. Wegen U* N D C U N D ist dann auch § # U N D.

Aus (3) folgt (2). Sei @ € A und U eine A-Umgebung von a. Nun gibt es eine X-Umgebung Ux von a
mit U = U xNA. Wegen (3) gilt @ £ U xND. Wegen D C Aist UxND =UxNAND =UnND. Also
0£AUNnD. N

Beispiele Jeder normierte endlichdimensionale Vektorraum ist separabel, insbesondere ist K" sepa-
rabel (vgl. [Ama 98, Beispiel 4.3(e), S. 412]).

Auch R ist separabel (dies folgt aus der Separabilitdt von R und dem folgenden Satz 352(3)).
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Nr. 352 (Satz) Schluss auf Separabilitit

Sei X = (X,9) topologischer Raum.
1 Jede abzihlbare Punktmenge A des Raumes X ist separabel.

2 Ist (A;);c; abzédhlbare Familie separabler Mengen von X, so ist | J,.; As separabel.

iel
3 Ist A separable Menge von X, so auch ist auch A separabel.

4 Ist X halbmetrischer Raum, A separable Menge von X und T C A,
so ist auch T separable Menge von X

Beweis. Zu (1). Bedingung (2) aus Satz 351 ist erfiillt mit D := A.

Zu (2). Zu jedem a € A; und jeder X-Umgebung U von A; gilt gemaf Bedingung (3) aus Satz 351,
dass es eine abzihlbare Teilmenge D; von A; gibt, so dass § # D; N U.

Wir weisen nun geméf Bedingung (3) aus Satz 351 nach, dass J,c; Ai separabel ist. Zunéchst ist
D :=;c; Di € U;er Ai und D ist als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Teilmengen von Mengen
selbst abzdhlbar. Sei nun a € |J;.; Ai, etwa a € Aj, und sei eine X-Umgebung U von a gegeben. Dann
ist 0 2 U N D;, und wegen UND; CUND ist auch § # U N D.

Zu (3). Nach Voraussetzung (und geméf Bedingung (3) aus Satz 351) gibt es eine abzihlbare Teilmenge
D von A (und somit von A), so dass fiir jede X-Umgebung U eines jeden a* € A gemif Bedingung
(3) aus Satz 351 gilt ) # D N U. Wenn wir also zeigen, dass jede X-Umgebung eines a € A auch
X-Umgebung eines a* € A ist, sind wir fertig.

Sei nun @ € A und U eine X-Umgebung von a. Zu U gibt es eine offene Menge O mit a € O C U.
Auch O ist Umgebung von a. Da a in A, also in der Menge der Beriihrungspunkte von A liegt, gibt es
in jeder Umgebung von a ein Element von A, also gilt es ein a* € ONA. Wegen a* € O C U ist unsere
Umgebung U von a auch eine Umgebung von a*.

Zu (4). Ist X halbmetrischer separabler Raum, so ist jeder Unterraum U ebenfalls halbmetrischer
Raum. Nun gilt fiir halbmetrische Rdume X gilt bekanntlich:

X ist separabel < X erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom (d.h. besitzt eine abzihlbare Basis)
(Beweis zu =>: ist B abzdhlbare Basis von X, so erhélt man eine abzdhlbare dichte Menge, wenn man
aus jeder nichtleeren Basismenge einen Punkt aussucht;

Beweis zu <=: ist D eine abzihlbare dichte Menge, so bilden die Bélle B, (z) mit z € D und rationalem

r > 0 eine abzihlbare Basis).

Der Satz folgt also aus der trivialen Tatsache, dass der Unterraum U das zweite Abzihlbarkeitsaxiom
erfillt, wenn X dieses Axiom erfiillt. H
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(Halb)metrische und topologische Vektorrdume

Nr. 353 (Def) topologischer Vektorraum
(V,+,-,9) heilit topologischer K-Vektorraum
& (V, 4, ) ist K-Vektorraum und (V, 9O) topologischer Raum und

1. Die Additionsfunktion add vom topologischen Produktraum V x V in V mit V (v,w) €
V2 add((v,w)) := v + w ist stetig

2. Die Skalarmultiplikationsfunktion scal vom topologischen Produktraum K x V in V mit
YV (A v) € Kx V scal((A,v)) := v ist stetig

Beispiele Beispielsweise sind halbnormierte Vektorriume topologische Riume, da die Addition und
die Skalarmultiplikation eines halbnormierten Raumes bekanntlich (in der vom halbnormierten Vektor-
raum induzierten Topologie) stetig sind. Als weitere Beispiele topologischer Vektorrdume sollen dieje-
nigen vorgestellt werden, die von einer Halbmetrik induziert werden. Ist ein Vektorraum und eine Halb-
metrik mit gleichem Triger gegeben, so ldsst sich die Stetigkeit der beiden Vektorraum-Operationen
beweisen, wenn drei Zusatzaxiome erfiillt sind, welche die Halbmetrik mit der Addition und der Ska-
larmultiplikation in Beziehung setzen (vgl. [Kel 63, Problem C(a), S. 51-52]). Es ist zweckméifig, diese
Voraussetzungen in einem eigenen Begriff (,halbmetrischer Vektorraum®) zusammenzufassen:

Nr. 354 (Def) (halb)metrischer K-Vektorraum

(V,+, -, d) heikt halbmetrischer K-Vektorraum bzw. metrischer K-Vektorraum :&
(V,+,-) ist K-Vektorraum, (V,d) halbmetrischer bzw. metrischer Raum und es gilt

1. (Translationsinvarianz) VY u,v,w € V d(u,v) = d(u+ w,v + w)
2. (Stauchungsbedingung) VA eKveV |A| <1 = d(A\v,0) <d(v,0)

3. (Konvergenzbedingung) Vv € V limj_. d(3v,0) =0

Nr. 355 (Satz) Eigenschaften halbmetrischer Vektorrdume

Sei V := (V,+,-,d) halbmetrischer K-Vektorraum.
1. Vu,v €V d(u+v,0) <d(u,0)+ d(v,0)
2. YVu,veV du,v) <d(u,0)+ d(v,0) und ¥V k € N d(nv,0) < kd(v,0)
3 VoeVVApeK [N <|u = dw) <d(uw)

Beweis. Zu (1). d(a + ¢, 0) ist per Dreiecksungleichung < d(a + ¢, a) + d(a, 0), das ist per Translations-
invarianz < d(a,0) + d(c, 0). Daher ist auch d(a — ¢,0) < d(a,0) + d(—c,0) = d(a,0) + d((—1)c,0), das
ist per Stauchungsbedingung < d(a, 0) + d(c, 0).

Zu (2). Per Translationsinvarianz und (1) folgt d(u,v) = d(u — v,0) < d(u,0) + d(v,0). Die zweite
Behauptung V k € N d(kv,0) < kd(v,0) folgt dann durch vollstindige Induktion.

Zu (3). Klar, wenn |A| = |mul; ist [A] < |g|, so |%| <1 und d(A\v) = d(%/w) < d(pv).
Stauchungsbedingung
|
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Nr. 356 (Satz und Def) (halb)normierter als (halb)metrischer Vektorraum

Ist V := (V,+,+,n) (halb)normierter K-Vektorraum mit induzierter Metrik d,
so ist (V,+,-,d) (halb)metrischer K-Vektorraum, der von V induziert heifst.
WKM identifizieren wir diese beiden Rdume miteinander.

Beweis. Sei u,v,w € V und X\ € K.

Zur Translationsinvarianz. d(u,v) = n(u —v) = n(u+w — (v + w)) = d(u + w,v + w).

Zur Stauchungsbedingung. |A| < 1 ji d(A\u,0) = n(Au — 0) = [An(u) < n(u —0) = d(u,0).

Zur Konvergenzbedingung. limy .o d(3v,0) = limj—.cc £n(v) = n(v) limy_oe £ =n(v)0 = 0. W

Nr. 357 (Satz und Def) halbmetrischer als topologischer Vektorraum

Sei V := (V,+,-,d) halbmetrischer K-Vektorraum und O die Topologie von (V,d).
Dann ist (V, +,-,9O) ein topologischer Vektorraum und heifit von V induziert.
Wir identifizieren wkM V mit dem induzierten topologischen Vektorraum.

Beweis. Zur Stetigkeit der Addition. Fiir (v, w), (z,y) € V2 gilt per Translationsinvarianz d(v +w, z +
y) = d((v—x) + (w — y),0), das ist nach Satz 355(1) < d(v — z,0) + d(w — y,0), also wieder per
Translationsinvarianz = d(v,z) + d(w,y) < 2max {d(v,z),d(w,y)}, wobei das letztere Maximum der
Abstand zwischen (v, w) und (z,y) im Produktraum V x V ist. Daher ist die Addition Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 2.

Zur Stetigkeit der Skalarmultiplikation. Sei (A,v) € K x V und € > 0. Gesucht ist ein § > 0, so dass
fir alle w € V und p € Kmit g — A| < d und d(u,v) < ¢ gilt d(Av, pu) < e.

Zunichst gilt fiir beliebiges p € K und v € V per Translationsinvarianz, dass d(uu, Av) = d((n— Nu+
Au, Av) = d((p— Nu, A(v — u)), also folgt wegen Satz 355(2), dass

(A) d(pu, ) < d((p— N)u,0) + d(A(v —u),0).

Wir wihlen nun eine beliebige natiirliche Zahl ¢ € N® mit [A] < £. Wegen |A| < |¢| gilt dann
d(A(v —u),0) < d(l(v—u),0) < 4d(v—wu,0). Aus (A) folgt daher

Satz _355(3) Satz355(2)

(B) d(pu, ) <d((1r— Nu,0) + £d(v — u,0).
Wegen der Konvergenzbedingung gibt es ein ng € N® mit fiir alle n > ng: d(%u,()) < £. Nehmen
wir also ein positives 0, das < 7710 ist, so folgt fiir alle Skalare o mit || < §, dass |¢] |n%| und

darum d(awu,0) < d(n—lou,O) < 5. Insbesondere gilt fiir alle Skalare p mit |4 — A| < 6, dass
Satz355(3)

d((p — A)u,0) < 5, und aus (B) folgt

£
2

A

(C) d(pu, \v) < 5 +Ld(v —u,0).

Schlieflich wihlen wir als  konkret die Zahl min{n%[, 5} Dann ist ¢ < n%v also gilt (C). Auferdem
ist 0 < &;. Fiir v mit d(v,u) < J gilt dann per Translationsinvarianz, dass d(v —u,0) < ¢ < 5, also

ld(v — u,0) < § und zusammen mit (C) folgt d(pu,v) < 5+ 5=c. M
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