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Die tiefsten Ratsel der Philosophie ...

. haben mit dem Unendlichen zu tun.

Mit diesen Ratseln befasst sich vorwiegend die so genante Metaphysik.
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Psychologie: Kann der Mensch am Unendlichen teilnehmen?
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Mathematik: Ist das Unendliche widerspriichlich oder nicht?
Wie ist es zu definieren und was sind seine Eigenschaften?
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H. Weyl (1926): Mathematik ist die ,, Wissenschaft vom Unendlichen*.
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Erste Epoche der Metaphysik:  Griechische Philosophie = Welt (Kosmologie)
Niedergang in der Zeit nach  Aristoteles (347 v. Chr.)

Zweite Epoche der Metaphysik:  Christliche Philosphie Gott (Theologie)
Niedergang in der Zeit nach  Thomas v. Aquin (1274)

Dritte Epoche der Metaphysik:  Neuzeitliche Philosphie Mensch (Psychologie)

Niedergang in der Zeit nach  Hegel (1831)
Vierte Epoche der Metaphysik:  Zukiinftige Philosophie? Mathematik?(Ontologie?)



Beriihrungspunkte zwischen Mathematik/Logik und Philosophie
ausloten!

1. Beide beschiftigen sich mit Dingen, die iiber diese Welt hinausgehen.
2. Beide rechnen mit der Existenz des Unendlichen.




Il. Mathematische ErschlieBung



I1.1. PARADOXIEN des Unendlichen



I1.1. PARADOXIEN des Unendlichen

»paradox“: an der Meinung / Erwartung vorbei



I1.1. PARADOXIEN des Unendlichen

»paradox‘: an der Meinung / Erwartung vorbei,

unerwartet, seltsam, (anscheinend oder wirklich) widerspriichlich
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Die drei Unendlichkeits-Krisen in der Mathematik

Hippasos von Metapont Newton und Leibniz Georg Cantor
(um 500 v.Chr.) (1687 bzw. 1684) (1874)

1. Hippasos: Notwendigkeit irrationaler Zahlen
=> unendliche Kettenbriiche oder nichtperiodische Dezimalzahlen

2. Newton und Leibniz: Einfiihrung der Infinitesimalrechnung
= Rechnen mit unendlich kleinen GroBen

3. Cantor: Konzeption der Mengenlehre
= Rechnen mit aktual unendlich groBen Mengen und Zahlen



PARADOXIEN des Unendlichen

Carl-Friedrich Gauss (1777-1855)
,, Furst der Mathematiker*

“So protestiere ich ... gegen den Ge-
brauch einer unendlichen GroBe als einer

Vollendeten, welcher in der Mathematik
niemals erlaubt ist.“




PARADOXIEN des Unendlichen

DR. BERNARD BOLZANOS

PARADOXIEN
DES UNENDLICHEN

HERAUSGEGEBEN AUS DEM SCHRIFT-
LICHEN NACHLASSE DES VERFASSERS

VOx

DR. FR. PRIHONSKY

Je suis tellement pour Vinfini actuel, qu'an lien
d'admetire, que la natore l'abhorre, comme l'en dit
vulgairement, je tiens qu'elle I'affecte par-tout, p© ur
mieux marguer les perfections de son Auteur. (Leibmis,

o

Opera ommia sivdio Ludov, Dutens, Tom, I, part s,
, P-43)

Bernhard Bolzano
(1781-1848)

LEIPZIG
EEICHRECLAM SEN.
1851
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GPGIARRD

Diese Eigenschaft hat auch das Wissen und die Liebe.
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Galileo Galilei (564-1642)



PARADOXIEN des Unendlichen

Die Beobachtungen von Duns Scotus

Duns Scotus (1266-1308)



PARADOXIEN des Unendlichen

Albert von Sachsen (1316-1390): Ein unendlich langer K&rper
kann den ganzen unendlichen Raum ausfiillen.

Trrr) - O — O -

Kugel aus Kugel aus
Klotz 1 Klotzen 1 und 2
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Die Russellsche Menge: sie enthalt

»alle Mengen, die sich nicht selbst enthalten.”
Enthalt die Russelsche Menge sich selber?
Bertrand Russell (1872-1970) Wenn ja, dann nein. Wenn nein, dann ja!

Dies ist keine gewohnliche unendliche Menge, sondern
die vollkommen unvorstellbare absolut unendliche Unmenge aller Mengen!
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Achilles und die Schildkrote

Zenon von 'Elﬁea
(490-430 v. Chr.)
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Ein Supertask: unendlich viele Prozesse in endlicher Zeit

0 Uhr 0:30 0:45 0:52:30 1 Uhr

Beispiel 1: Das Lampen-Paradoxon (James F. Thomson, 1954)
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Ein Supertask: unendlich viele Prozesse in endlicher Zeit

0 Uhr 0:30 0:45 0:52:30 1 Uhr

Beispiel 2: Die Unendlichkeits-Maschine (Max Black, 1951)
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Transport eines Korpers in unendliche Ferne (Neidhart, 2005)

lelololon

unendlich viele Roboter tragen eine Stange

Befehl: Hande hoch!
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Georg Cantors Mengen- und Unendlichkeitslehre

Georg Cantor (1845-1918)
,» Vater der Mengenlehre’

Nach Cantor gibt es drei Bereiche:

1. Das Endliche
2. Das relativ Unendliche oder Transfinite
3. Das absolut Unendliche oder Gottliche

In seinem Brief an Pater Thomas Esser vom 1.2.1886 schreibt Cantor:
,»Die allgemeine Mengenlehre ... gehort durchaus zur Metaphysik.“

Diese wiederum verbindet ein ,,unzerreiBbares Band“ mit der Theologie.



Georg Cantors Mengen- und Unendlichkeitslehre

Universenaxiom

Unendlichkeitsaxiom

Potenzmengenaxiom

Vereinigungsmengenaxiom

Paarmengenaxiom

Teilmengenaxiom Ersetzungsaxiom

Axiom fiir Urelemente

Nullmengenaxiom

Existenzaxiome

> konstruktive Axiome

Antizirkularitatsaxiom

Rahmenaxiom Extensionalitatsaxiom

Komprehensionsaxiom Auswahlaxiom

V [ ]
Grundaxiome
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Mengen

Def.: Zu jeder Menge M kann man die Potenzmenge P (M) bilden,
deren Elemente die Teilmengen von M sind.

Menge M = {a, b, c} = Potenzmenge P (M)

0

{a} b} {e}
{ab} {byc} {a,c}

{a,b,c}
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da|—| X — | X — | X
b|——|Y i:y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z




Unendlichkeit

Def.: Eine Relation zwischen Mengen A und B ist eine Zuordnung zwischen den

Elementen von A und B.
Sie wird veranschaulicht durch eine Schar von Pfeilen,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen.

A B
a

A B A B

al—|x —[x —[x
b|——|Y i:y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z

linkseindeutig




Unendlichkeit

Def.: Eine Relation zwischen Mengen A und B ist eine Zuordnung zwischen den

Elementen von A und B.
Sie wird veranschaulicht durch eine Schar von Pfeilen,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen.

A B
a

A B A B

al—|x — | —[x
b|——|Y i:y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z

linkseindeutig rechtseindeutig




Unendlichkeit

Def.: Eine Relation zwischen Mengen A und B ist eine Zuordnung zwischen den

Elementen von A und B.
Sie wird veranschaulicht durch eine Schar von Pfeilen,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen.

A B
a

A B A B

al—|x — | —[x
b|——|Y i:y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z

linkseindeutig rechtseindeutig beidseitig eindeutig




Unendlichkeit

Def.: Eine Relation zwischen Mengen A und B ist eine Zuordnung zwischen den

Elementen von A und B.
Sie wird veranschaulicht durch eine Schar von Pfeilen,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen.

A B A B A B
al— .|x ' al—|x
b|——|Y ~ y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z
linkseindeutig rechtseindeutig beidseitig eindeutig

(Bijektion)




Unendlichkeit

Def.: Eine Relation zwischen Mengen A und B ist eine Zuordnung zwischen den

Elementen von A und B.
Sie wird veranschaulicht durch eine Schar von Pfeilen,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen.

A B A B A B
al—|x ' al—|x
b|——|Y ~ y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z
linkseindeutig rechtseindeutig beidseitig eindeutig
(Bijektion)

Def.: Mengen A und B heiBen relationstheoretisch gleich gro3 oder
gleichmachtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.




Unendlichkeit

Def.: Eine Relation zwischen Mengen A und B ist eine Zuordnung zwischen den

Elementen von A und B.
Sie wird veranschaulicht durch eine Schar von Pfeilen,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen.

A B A B A B
al—|x ' al—|x
b|——|Y ~ y b|——|Y
c|l— z cC|l—|z
linkseindeutig rechtseindeutig beidseitig eindeutig
(Bijektion)

Def.: Mengen A und B heiBen relationstheoretisch gleich gro3 oder

gleichmachtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.
Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine links— bzw. rechtseindeutige Relation,

heiBt A relationstheoretisch groBer bzw. kleiner als B.




Unendlichkeit

Def.: Mengen A und B heilen relationstheoretisch gleich gro3 oder
gleichmachtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine links— bzw. rechtseindeutige Relation,
heiBt A relationstheoretisch groBBer bzw. kleiner als B.




Unendlichkeit

Def.: Mengen A und B heilen relationstheoretisch gleich gro3 oder
gleichmachtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine links— bzw. rechtseindeutige Relation,
heiBt A relationstheoretisch groBBer bzw. kleiner als B.

Def.: Eine Menge A hei3t erganzungstheoretisch kleiner bzw. groBer als B, wenn
A Teilmenge von B bzw. umgekehrt B Teilmenge von A ist.




Unendlichkeit

Def.: Mengen A und B heilen relationstheoretisch gleich gro3 oder
gleichmachtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine links— bzw. rechtseindeutige Relation,
heiBt A relationstheoretisch groBBer bzw. kleiner als B.

Def.: Eine Menge A hei3t erganzungstheoretisch kleiner bzw. groBer als B, wenn
A Teilmenge von B bzw. umgekehrt B Teilmenge von A ist.

Bei endlichen Mengen fallen beide Begriffe zusammen:




Unendlichkeit

Def.: Mengen A und B heilen relationstheoretisch gleich gro3 oder
gleichmachtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine links— bzw. rechtseindeutige Relation,
heiBt A relationstheoretisch groBBer bzw. kleiner als B.

Def.: Eine Menge A hei3t erganzungstheoretisch kleiner bzw. groBer als B, wenn
A Teilmenge von B bzw. umgekehrt B Teilmenge von A ist.

Bei endlichen Mengen fallen beide Begriffe zusammen:
Erganzungstheoretisch kleinere Mengen sind stets auch relationstheoretisch klei-
ner!




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [OG 23 45 6 7 89 ]j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j

[123456789...}




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j

Menge N* der natiirlichen Zahlen ohne 0: [1 23 45 6 789 j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j

Menge N* der natiirlichen Zahlen ohne 0: [1 23 45 6 7 8 9 10 j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:

Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge

relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

1. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen:

[0123456789...}

Y Y

Menge N* der natiirlichen Zahlen ohne 0: [1 23 456 7 8 910...

Y

A

4

Y

Y

Y

Y

Y

Y

]




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

2. Beispiel:



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

2. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

2. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [O 1 23 45 6 78 9 J




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

2. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j

Menge N, der geraden Zahlen: [0 2 4 6 8 .. j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

2. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 J

Menge N, der geraden Zahlen: [0 2 4 6 8 101214 16 18 .. j




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

2. Beispiel:

Menge N der natiirlichen Zahlen: [0 1 23 45 6789 j

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

Menge N, der geraden Zahlen: 0 246 81012141618 ...




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:
Menge Z der ganzen Zahlen

-9-8-7-6-5-4-3-2-1 01 23 45 6 789




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:
Menge Z der ganzen Zahlen

—9—8—7-6—5-4-3-2—1@ 1 23 45 6 789




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:
Menge Z der ganzen Zahlen

-9-8-7-6-5-4-3-2-1 01 23 45 6 789

@123456789

Menge N der natiirlichen Zahlen



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:
Menge Z der ganzen Zahlen

-9 -8-7-6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4

@123456789

Menge N der natiirlichen Zahlen



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:
Menge Z der ganzen Zahlen

0-11-22-33-44-5...

@123456789

Menge N der natiirlichen Zahlen



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

3. Beispiel:
Menge Z der ganzen Zahlen

0-11-22-33-44-5...

Menge N der natiirlichen Zahlen



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

Auch die Menge Q aller Bruchzahlen ist mit N gleichmachtig!



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

Auch die Menge Q aller Bruchzahlen ist mit N gleichmachtig!

Aber der Menge R der reellen Zahlen ist mit N nicht gleichmachtig!



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B

Xo




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B

Xo




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




11.3. Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

4. Beispiel:
Die Menge R aller Punkte einer Geraden

ist gleichmachtig mit der Menge der Punkte eines begrenzten Intervalls AB:

A B




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

Dieses Phanomen ist fiir die Unendlichkeit charakteristisch und wird zur Defini-
tion des Unendlichen verwendet (Cantor 1878):



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

Dieses Phanomen ist fiir die Unendlichkeit charakteristisch und wird zur Defini-
tion des Unendlichen verwendet (Cantor 1878):

Def.: Eine Menge hei3t unendlich, wenn sie mit einer echten Teilmenge (also
einer erganzungstheoretisch kleineren Menge) gleichmachtig ist.




Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

Dieses Phanomen ist fiir die Unendlichkeit charakteristisch und wird zur Defini-
tion des Unendlichen verwendet (Cantor 1878):

Def.: Eine Menge hei3t unendlich, wenn sie mit einer echten Teilmenge (also
einer erganzungstheoretisch kleineren Menge) gleichmachtig ist.

Frithere Definitionen waren dagegen falsch oder unklar:



Unendlichkeit

Im Unendlichen fallen beide Begriffe auseinander:
Fiir unendliches A kann eine erganzungstheoretisch groBere oder kleinere Menge
relationstheoretisch die gleiche GroBe wie A haben!

Dieses Phanomen ist fiir die Unendlichkeit charakteristisch und wird zur Defini-
tion des Unendlichen verwendet (Cantor 1878):

Def.: Eine Menge hei3t unendlich, wenn sie mit einer echten Teilmenge (also
einer erganzungstheoretisch kleineren Menge) gleichmachtig ist.

Frithere Definitionen waren dagegen falsch oder unklar:

e unendlich = nicht zahlbar
e unendlich = was nicht durchlaufen werden kann
e unendlich = unbegrenzt, nicht begreifbar, nicht iiberschaubar



11.5. Unendliche Zahlen



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 ={}

Def



11.4. Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 = {}

Def
1 =
Def {O}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}
1 D:ef {O}

2 = 10,1
Def{,}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}
1 D:ef {O}
2 = {0,1}

3 = {0,1,2}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}
1 D:ef {O}
2 = {0,1}

3 = {0,1,2}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}
1 = {0} = {{}}
2 = {0,1}

3 = {0,1,2}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

05
L= {0} = {{})
2 = {01} = {1, {0}

3 = {0,1,2}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

05
L= {0} = {{})
2 = {01} = {1, {0}

3 =10,1,2} = {{}, {t}H Wb 1



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}
1 D:ef {O}
2 = {0,1}

3 = {0,1,2}



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}

1 = {0}

2 = {0,1}

3 = {0,1,2}

Allgemein: n + 1 = {0,1,2,...,n}
e



Unendliche Zahlen

Mengen-Definition der natiirlichen Zahlen:

0 =1}

1 = {0}

2 = {0,1}

3 = {0,1,2}

Allgemein: Jede ,,neue” Zahl ist die Menge ihrer Vorganger.



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w[ifNZ{O,l,Z...}



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w[ifNZ{O,l,Z...}

w+1=4{0,1,2...,w}
Def



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w[ifNZ{O,l,Z...}

w+1=4{0,1,2...,w}
Def

w+2=40,1,2...,w,w+ 1}
Def



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w=N={0,1,2...}

Def
w+1=4{0,1,2...,w}
Def
w+2=40,1,2...,w,w+ 1}
Def

w—|—3D:f{0,1,2...,w,w—|—1,w—|—2}
e



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w=N={0,1,2...}

Def
w+1=4{0,1,2...,w}
Def
w+2=40,1,2...,w,w+ 1}
Def

w—|—3D:f{0,1,2...,w,w—|—1,w—|—2}
e

Usw.



Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w[ifNZ{O,l,Z...}

w+1=4{0,1,2...,w}
Def

w+2=40,1,2...,w,w+ 1}
Def

w—|—3D:f{O,l,Z...,w,w—I—l,w—l—Z}
e

Usw.

w+w={0,1,2...,w,w+1,w+2...}
Def




Unendliche Zahlen

Cantors ldee: auch im Unendlichen immer weiterzahlen!

w[ifNZ{O,l,Z...}

w+1=4{0,1,2...,w}
Def

w+2=40,1,2...,w,w+ 1}
Def

w—|—3D:f{O,l,Z...,w,w—I—l,w—l—Z}
e

Usw.

2-w={0,1,2...,w,w+1,w+2...}
Def



Unendliche Zahlen

Der gestauchte Zahlenstrahl
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Der gestauchte Zahlenstrahl
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Der gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der gestauchte Zahlenstrahl
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Der gestauchte Zahlenstrahl
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Der gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch mehr gestauchte Zahlenstrahl

2w
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Der noch viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel mehr gestauchte Zahlenstrahl

Q w 2Iw 3 W




Unendliche Zahlen

Der noch viel mehr gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der noch viel mehr gestauchte Zahlenstrahl

Q w 2Iw

Sw

. Ww




Unendliche Zahlen

Der noch viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl
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Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl

unendlich hoher Potenzturm



Unendliche Zahlen

Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl




Unendliche Zahlen

Der noch viel viel viel mehr gestauchte Zahlenstrahl

Die unendlichen Zahlen von w bis ¢
(und weit dariiberhinaus)

sind jedoch alle gleichmachtig!!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)
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David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!
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David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Es kann noch einen Gast aufnehmen!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Es kann noch einen Gast aufnehmen! = w + 1 ist nicht machtiger als w!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Es kann w weitere Gaste aufnehmen!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Es kann w weitere Gadste aufnehmen! = 2w ist nicht machtiger als w!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Es kann ¢y weitere Gaste aufnehmen!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Es kann €, weitere Gaste aufnehmen! = ¢ ist nicht machtiger als w!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Dennoch kann es nicht jede unendliche Anzahl von Gasten aufnehmen!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Dennoch kann es nicht jede unendliche Anzahl von Gasten aufnehmen! Es gibt
machtigere unendliche Zahlen als w!



Unendliche Zahlen

David Hilbert (1862-1943)

Das volle Hotel mit w Zimmern!

Dennoch kann es nicht jede unendliche Anzahl von Gasten aufnehmen! Es gibt
machtigere unendliche Zahlen als w!

Def.: Eine unendliche Zahl hei3t Kardinalzahl, wenn sie machtiger ist als alle ihre
Vorgadnger.




Unendliche Zahlen

Def.: Cantor zeigte: es gibt unendlich viele unendliche Kardinalzahlen!

Georg Cantor (1845-1918)
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Def.: Cantor zeigte: es gibt unendlich viele unendliche Kardinalzahlen!

Georg Cantor (1845-1918)

Der hebrdische Buchstabe Aleph:
Symbol fiir unendliche Kardinalzahlen,

die Cantor N(), Nl, Ng, ... hannte




Unendliche Zahlen

Def.: Cantor zeigte: es gibt unendlich viele unendliche Kardinalzahlen!

Georg Cantor (1845-1918)

Der hebrdische Buchstabe Aleph:
Symbol fiir unendliche Kardinalzahlen,

die Cantor N(), Nl, Ng, ... hannte

Die kleinste unendliche Kardinalzahl ¥ ist w: Ny = w.
Die nachste unendliche Kardinalzahl N; kommt weit hinter €3: ¢g < N;.



Unendliche Zahlen

Aleph-0 und Aleph-1 auf dem gestauchten Zahlenstrahl:




Unendliche Zahlen

Aleph-0 und Aleph-1 auf dem gestauchten Zahlenstrahl:

i
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Unendliche Zahlen

Aleph-0 und Aleph-1 auf dem gestauchten Zahlenstrahl:

i
Ro




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No Ny
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Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:
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Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:
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Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:
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Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No Ny No. . N, Nyiq.. Ny Nyw. ..
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Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:
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Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No Ny No. N, Vg Noy . Nyw. .. R

0° "




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No N No. . N, Niq...No, ..




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No N No. . N, Niq...No, ..




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

1...N2w...




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No Ny No. N, Vg Noy . Nyw. .. R

unendlich viele Alephs




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:




Unendliche Zahlen

Die Folge der unendlichen Kardinalzahlen:

No Ny No. N, Vg Noy . Nyw. .. R

R R

R R oo O.... ..

Wie hat Cantor dies bewiesen?




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

P(M)

5 o
{a} {a,b} {a;b,c} ...
b} {a,c} {a,bd} ...
{c} {a,d} {a)be} ...
{d} {a.,e} {a)b,f} ...
te} {a,f} {a:b,g} ...

Rt

Cmgn @@)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M).



Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M).

P(M)
- | {b,c,d,e}
- [{a,b}

- [}
- [{a,b,c}

<Emg~n @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e}
- [{a,b}

- 14}

- [{a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e} | 1. Schritt:
> {aab}
0

- | {a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e} | 1. Schritt: a in T aufnehmen: T = {a,...}
- {a,b}
-1}

- [{a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e} | 1. Schritt: a in T aufnehmen: T = {a,...}
- | {a,b} 2. Schritt:

10

- {a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e} | 1. Schritt: a in T aufnehmen: T = {a,...}
- | {a,b} 2. Schritt: b nicht aufnehmen: T = {a,...}

- [}
- [{a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e} | 1. Schritt: a in T aufnehmen: T = {a,...}
- | {a,b} 2. Schritt: b nicht aufnehmen: T = {a,...}
- 1{} 3. Schritt:

- [{a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:
P(M)

- | {b,c,d,e} | 1. Schritt: a in T aufnehmen: T = {a,...}
- | {a,b} 2. Schritt: b nicht aufnehmen: T = {a,...}
- 1{} 3. Schritt: cin T' aufnehmen: T = {a,c,...}

- [{a,b,c}

CECBQ.,O @g)i




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
(relationstheoretisch groBer) als M.

Annahme: Es gibt eine
Bijektion von M in P(M). Zur Widerlegung lasst sich eine Teilmenge 7" von
M ,, konstruieren®, die links nicht aufgefiihrt ist:

M P (M)
/;,\ - | {b,c,d,e} | 1. Schritt: a in T aufnehmen: T = {a,...}
b - | {a,b} 2. Schritt: b nicht aufnehmen: T = {a,...}
c -1{} 3. Schritt: c in T aufnehmen: 7T = {a,c,...}
d - [{a,b,c} usw.
e - | M
) NS Y




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.
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Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
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Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!
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Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,



Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

e Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C



Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

o Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C
groBere unendliche Kardinalzahl C.




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

o Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C
groBere unendliche Kardinalzahl C.

e Stufe von P(P(N)) (funktionale Unendlichkeit): Menge F




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

o Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C
groBere unendliche Kardinalzahl C.

e Stufe von P(P(N)) (funktionale Unendlichkeit): Menge F

groBere unendliche Kardinalzahl |.




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

o Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C
groBere unendliche Kardinalzahl C.

e Stufe von P(P(N)) (funktionale Unendlichkeit): Menge F

groBere unendliche Kardinalzahl |.

e USW.




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

e Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C

groBBere unendliche Kardinalzahl C.| = N laut Kontinuumshypothese

o Stufe von P(P(N)) (funktionale Unendlichkeit): Menge F

groBere unendliche Kardinalzahl |.

e USW.




Unendliche Zahlen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets machtiger
als M.

Konsequenz: Es gibt zu jeder unendlichen Kardinalzahl eine groBere!
Es gibt es unendlich viele Alephs: Stufen der Unendlichkeit!

o Stufe von N (abzdhlbare Unendlichkeit): Mengen N, Z,Q
kleinste unendliche Kardinalzahl N,

e Stufe von P(N) (kontinuierliche Unendlichkeit): Mengen R, C

groBBere unendliche Kardinalzahl C.| = N laut Kontinuumshypothese

o Stufe von P(P(N)) (funktionale Unendlichkeit): Menge F

groBere unendliche Kardinalzahl |.| = N, laut Kontinuumshypothese

e USW.




Unendliche Zahlen

Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?
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0° "
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Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?

Ry R, Ry R, Ros . Rp . R R

Georg Cantor

(1878)
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Unendliche Zahlen

Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?

Georg Cantor Kurt Godel

(1878) (1932)



Unendliche Zahlen

Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?

No Ny No. .. N, Neiq...No ...

Georg Cantor Kurt Gédel Paul Cohen

(1878) (1932) (1963)
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Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?
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Unendliche Zahlen

Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?

O I I O
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Unendliche Zahlen

Kontinuumsproblem: Welches Aleph ist C?

Ry R, R, R, Rory. Rp. R R

0° "

Fields-Medaille




11.5. das Absolut-Unendliche



das Absolut-Unendliche

Anliegen der Mengenlehre: Gesamtheiten als Einheiten denken!

Mengen sind Einheiten (Individuen), die Gesamtheiten reprdsentieren.

Gesamtheit >o Menge



das Absolut-Unendliche

Kann man wirklich jede Gesamtheit durch eine Menge darstellen?



das Absolut-Unendliche

Kann man wirklich jede Gesamtheit durch eine Menge darstellen?

Wenn ja, stiinden sich Gesamtheiten und Mengen so gegeniiber:

Gesamtheiten

(W

- IMenge, deren Elemente die Individuen von B sind

Mengen

nd

enge, deren Elemente die Individuen von A si

~ |Menge, deren Elemente die Individuen von C' sind

Ciqmg

- ,




das Absolut-Unendliche

Kann man wirklich jede Gesamtheit durch eine Menge darstellen?

Es gibt jedoch Vielheiten, zu denen keine Menge existiert:

Gesamtheiten Mengen
M nd)

: - IMenge, deren Elemente die Individuen von B sind

A
Y

enge, deren Elemente die Individuen von A si

« - IMenge, deren Elemente die Individuen von C sind
. N .. Y

keine entsprechende Menge!

4
Y

@ Emmm]



das Absolut-Unendliche

Def.: Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die so groB ist,
dass die dazugehorigen Individuen nicht in einer Menge enthalten sind.




das Absolut-Unendliche

Def.: Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die so groB ist,
dass die dazugehorigen Individuen nicht in einer Menge enthalten sind.

Gesamtheiten und Mengen stehen sich nun wie folgt gegeniiber:



das Absolut-Unendliche

Def.: Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die so groB ist,
dass die dazugehorigen Individuen nicht in einer Menge enthalten sind.

Gesamtheiten und Mengen stehen sich nun wie folgt gegeniiber:

konsistente Gesamtheiten Mengen
- . A e
Nichts - . leere Menge {}
Individuen - - Einermengen

endliche Vielheiten - . endliche Mengen
konsistente unendliche Vielheiten - > unendliche Mengen
/ o /

Unmengen

anonsistente unendliche VielheiteD




das Absolut-Unendliche

Def.: Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die so groB ist,
dass die dazugehorigen Individuen nicht in einer Menge enthalten sind.

Gesamtheiten und Mengen stehen sich nun wie folgt gegeniiber:

konsistente Gesamtheiten Mengen
4 , N 4
Nichts - - leere Menge {}
Individuen - - Einermengen

endliche Vielheiten - - endliche Mengen
konsistente unendliche Vielheiten - > unendliche Mengen
/ \_ /

Unmengen

Gnkonsistente unendliche Vielheitea




das Absolut-Unendliche

Def.: Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die so groB ist,
dass die dazugehorigen Individuen nicht in einer Menge enthalten sind.

Gesamtheiten und Mengen stehen sich nun wie folgt gegeniiber:

konsistente Gesamtheiten Mengen
4 _ N 4
Nichts - - leere Menge {}
Individuen - - Einermengen

endliche Vielheiten - . endliche Mengen
konsistente unendliche Vielheiten - > unendliche Mengen
/ \_ /

Unmengen

_ _ _ _ _ Def.: Eine Klasse ist ein Objekt, das
anonmstente unendliche Vlelheltea eine Menge oder eine Unmenge ist.




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.
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Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.
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das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.
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das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.
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das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.
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das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D
| | |




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D
| | |

om o f o/




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D
| | |
Vielheit V: [.m . f y ]




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.
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Vielheit V: [.m . f y ]




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D
| | |

Vielheit V: [ °m o f o/l ]
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das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D
| | |

Vielheit V: [ om o f ) o/ ]
X\

([ ] ®

M




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

a>.m e e
| | |
Vielheit V: [ - . f .. ]

UNMENGE!




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

Qe o/
be >om >on Ye >o:13
Ce of

Vielheit V: [ ]

UNMENGE!




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

Qe °/
be >o m >o n Yeo >o xr
ce ® f

Vielheit V: [ ]

UNMENGE!




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D £
| | |
Vielheit V: [.m o v ]

UNMENGE!




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o D £
| | |

Vielheit M
om o oX oo
aller Mengen

UNMENGE!




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

o/

a>.m .>: IR
| | |

Vielheit M
om o oX oo
aller Mengen

Erst recht ist die Vielheit D aller Dinge eine Unmenge.




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

Satz: Die Klassen M und D sind Unmengen.




das Absolut-Unendliche

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Man wahle zu jeder Menge ein AuBBenin-
dividuum aus, und bilde dann eine Vielheit V, die diese AuBBenindividuen umfasst.
Dieses V ist dann eine Unmenge.

Satz: Die Klassen M und D sind Unmengen.

Im Reich der Unmengen bricht die Mathematik zusammen.
Es ist nach Cantor der Bereich Gottes!
Die ,,Kardinalzahl* der Unmengen-Stufe heillt GroB3-Omega: (2.
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das Absolut-Unendliche

Ny,
N,
n :

) =

Die Alephs sind Stufen,
die zum Throne Gottes emporfiihren.




I1l. Konkrete Beriihrungspunkte zwischen Mathematik und
Philosophie/Theologie



1. Mathematische Antworten auf philosophische Fragen



Der Satz von Cantor und seine philosophischen Konsequenzen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets relations-
theoretisch groBer als M.
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vermehrbar: ,,potentiell unendlich®.




Der Satz von Cantor und seine philosophischen Konsequenzen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets relations-
theoretisch groBer als M.

Ontologische Konsequenz: Es gibt unendlich viele Stufen der Unendlichkeit.

Psychologische Konsequenz: Menschliches Erkennen ist begrenzt, aber stets
vermehrbar: ,,potentiell unendlich®.

Theologische Konsequenz: Der Mensch steht in der Mitte zwischen dem Endli-
chen und dem absolut unendlichen Gott.




2. Ein theologisches Prinzip in der Mathematik



Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.




Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie unend-
lich viele Mengen enthalt, und mit jeder ihrer Mengen M stets auch deren
Potenzmenge P (M) als Element enthilt.
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Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
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Beweis. D hat diese Eigenschaft, also gibt es eine entsprechende Menge. o




Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie unend-
lich viele Mengen enthalt, und mit jeder ihrer Mengen M stets auch deren
Potenzmenge P (M) als Element enthilt.

Beweis. D hat diese Eigenschaft, also gibt es eine entsprechende Menge. o

falsches Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie
groBer ist als alle Mengen.




Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie unend-
lich viele Mengen enthalt, und mit jeder ihrer Mengen M stets auch deren
Potenzmenge P (M) als Element enthilt.

Beweis. D hat diese Eigenschaft, also gibt es eine entsprechende Menge. o

falsches Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie
groBer ist als alle Mengen.

Beweis. D hat diese Eigenschaft, also gibt es eine entsprechende Menge. o



Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie unend-
lich viele Mengen enthdlt und mit jeder ihrer Mengen M stets auch deren
Potenzmenge P (M) als Element enthilt.

Beweis. D hat diese Eigenschaft, also gibt es eine entsprechende Menge. o

falsches Anwendungsbeispiel: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, dass sie
groBer ist als alle Mengen.

Beweis. D hat diese Eigenschaft, also gibt es eine entsprechende Menge. o

Aber die Eigenschaft ,, groBBer als alle Mengen* ist Proprium der Unmengen und
daher nicht begreifbar!
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Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Theologische Parallele (Papst Gregor der GroBe, um 600): Was immer von Gott
geschaut wird, ist noch nicht er selbst, sondern etwas unterhalb von ihm.
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Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Theologische Parallele (Papst Gregor der GroBe, um 600): Was immer von Gott
geschaut wird, ist noch nicht er selbst, sondern etwas unterhalb von ihm.

Gott = die absolut unendliche Allklasse D

Die Allklasse D ist der wesentliche Inhalt des gottlichen Verstandes.




Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Reflexionsprinzip (Azriel Levy, 1960): Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer
Unmenge gibt es stets auch eine Menge, die ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Theologische Parallele (Papst Gregor der GroBe, um 600): Was immer von Gott
geschaut wird, ist noch nicht er selbst, sondern etwas unterhalb von ihm.

Gott = die absolut unendliche Allklasse D

Die Allklasse D ist der wesentliche Inhalt des gottlichen Verstandes.
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Die Alephs sind Stufen,
die zum Throne Gottes emporfiihren.
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