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Mathematische Ergebnisse iiber Unendlichkeit und
ihre Beziige zu Metaphysik und Theologie

Abstract

Die mit dem Unendlichkeitsbegriff zusammenh#ingenden Fragen waren ein
Hauptthema der klassischen Metaphysik und werden heute vor allem in der
Mathematik im Rahmen der Cantorschen Mengenlehre untersucht. Hierbei
bleibt man jedoch auf metaphysische Begriindungen angewiesen, und zwar
muf man, um die Mengenlehre iiberzeugend zu fundieren, in der Nachfolge
von Cantor auf die platonische Metaphysik zuriickgreifen, in der die Men-
gen als Denkformen beschrieben werden konnen. Im Rahmen einer auf die-
se Weise fundierten ,realistischen Mengenlehre® konnen die mengentheore-
tisch exakt hergeleiteten Ergebnisse iiber unendliche Mengen wund
Unmengen dann wiederum fiir die Ontologie und andere Gebiete der Meta-
physik, insbesondere fiir die metaphysische Psychologie und die Theologie,
ausgewertet werden. Interessant fiir die Ontologie ist besonders der Satz
von Cantor, der das Vorliegen unendlich vieler Stufen des Unendlichen auf-
weist, die man mit- Cantor als verschiedene transfinite Seinsstufen des
Kreaturmdglichen® deuten kann. Weiter kann man aus diesem Satz auch
den fiir die metaphysische Psychologie wichtigen Schlufl ziehen, daf
menschliches Erkennen potentiell unendlich ist. Dies bestitigt die theologi-
sche Einordnung des Menschen als Wesen zwischen Gott und endlicher
Welt. SchlieBlich stehen die Unmengen, besonders die Allklasse, in enger
Beziehung zum Gottesbegriff, was die Ubertragung eines theologischen
Prinzips auf die Mengenlehre gestattet (,Reflexionsprinzip®).

I. Die Stellung der Unendlichkeitsfrage
im System der Wissenschaften

Unendlichkeitsfragen wurden frither vorwiegend in der sogenannten Meta-
physik behandelt. Die Metaphysik wird eingeteilt in die allgemeine und die



218 ‘ Ludwig Neidhart

spezielle. Die allgemeine Metaphysik (auch Ontologie genannt) beschiftigt
sich mit dem Sein im Allgemeinen. Die spezielle Metaphysik umfaBt die
drei Féacher Theologie, Psychologie und Kosmologie. Diese vier metaphysi-
schen Disziplinen nehmen im Gesamtgebdude aller Wissenschaften ausge-
zeichnete Positionen ein: Die Ontologie ist die ,Fundamentalwissenschaft’,
die fiir alles tbrige die Grundlagen legt, und Theologie, Kosmologie, Psy-
chologie sind die ,Gipfelwissenschaften‘, weil sie die letzten Fragen behan-
deln, die alles iibrige voraussetzen.

{/  Theologie \

Kosmologie Psychologie

O

Mathematik, Ontologie

Diese letzten Fragen haben alle mit dem Unendlichen zu tun und lauten:

— @ibt es ein absolut Unendliches jenseits der Welt?
— Kann der Mensch bzw. seine Seele an der Unendlichkeit partizipieren?
—  Ist dag Weltall selbst zeitlich oder riumlich unendlich?

Dazu kommen in der Ontologie oder allgemeinen Metaphysik die wichtigen
Vorfragen:

— Ist das Unendliche widerspriichlich oder nicht, kann es iiberhaupt exi-
stieren?

— Wie ist es zu definieren und welches sind seine Wesenseigenschaften?

Die Metaphysik mit diesen ihren Fragen galt frither als Kernstiick der Phi-
losophie. Seit Kants Kritik wurden die metaphysischen Themen immer
mehr aus der Philosophie ausgegliedert: Die Gottesfrage iiberlief man den
Theologen, die Kosmologie den Physikern, die Psychologic den empiri-
schen Psychologen. Am ehesten wird von den Philosophen heute noch die
Ontologie behandelt, aber auch hier leistet seit dem Ende des 19. Jahrhun-
derts eine andere Wissenschaft, nimlich die Mathematik mit ithren Funda-
mentaldisziplinen Logik und Mengeniehre die entscheidenden Beitrige,
zumindest wenn es um das Unendliche geht. Dies hat der Mathematiker
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Hermann Weyl treffend zur Sprache gebracht, indem er die Mathematik als
,.die Wissenschaft vom Unendlichen” bezeichnete.!

In der Tat hat die moderne Mengenlehre, wie ich im Folgenden ausfithren
méchte, zur Klirung des Unendlichkeitsbegriffs Wesentliches beigetragen,
woraus sich auch bedeutsame Konsequenzen fiir die anderen metaphysi-
schen Disziplinen ergeben. In den folgenden Abschnitten 2 bis 4 sollen zu-
néichst die Grundziige und grundlegenden Begriffe der modernen mathema-
tischen Mengen- und Unendlichkeitslehre erléutert werden. Aufbauend
hierauf stelle ich in den Abschnitten 5 und 6 zwei mathematische Sdtze iiber
das Unendliche vor und weise auf deren Bezug zu Metaphysik und Theolo-
gie hin. :

II. Cantors metaphysisch-theologische
Mengenlehre und die Axiomatik

Georg Cantors Mengen- und Unendlichkeitslehre, die er zwischen 1874 und
1897 entwickelte, markiert in der Geschichte der Mathematik einen wichti-
gen Wendepunkt. Seine zentrale Entdeckung war die Existenz eines zuvor
unbekannten, zwischen dem ,Endlichen‘ und dem ,absolut Unendlichen
liegenden Bereichs, den er ,das Transfinite* nannte. Es gibt nach Cantor al-
so drei Bereiche:

1. Das Endliche (finitum creatum),
2. Das Transfinite (infinitum creatum),
3. Das absolut Unendliche oder Géttliche (infinitum increatum).

Inshesondere unterschied Cantor zwischen dem noch berechenbaren Trans-
finiten und dem fiir die menschliche Vorstellung unfaBbaren absolut Un-
endlichen, das er mit Gott in Verbindung brachte. Cantor sah iiberhaupt ei-
ne enge Verbindung zwischen Mengenlehre, Metaphysik und Theologie. So
schrieb er in seinem Brief an Pater Thomas Esser vom 01.02.1896: ,Die
allgemeine Mengenlehre ... gehort durchaus zur Metaphysik®, und diese
wiederum sei durch ein ,,unzerreiBbare[s] Band“ mit der Theologie verbun-
den.?

! H. Weyl, Philosophie der Mathematik und Natarwissenschaft, Miinchen/Wien 31966, S.
89.

% ¢ Tapp, Kardinalitit und Kardinile, Wissenschafishistorische Aufarbeitung der Korres-
pondenz zwischen Georg Cantor und katholischen Theologen seiner Zeit, Stuttgart 2008, S.
308 u. 310.
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Cantor baute seine Mengenlehre nicht auf formalen Axiomen auf, sondern
benutzte einen intuitiven Mengenbegriff. Fiir ihn waren Mengen so etwas
wie platonische Ideen. Da man im Umgang mit Cantorschen Mengen jedoch
bald auf Widerspriiche stieB, wurden Anfang des 20. Jahrhunderts verschie-
dene Axiomensysteme flir die Mengenlehre aufgestellt, welche ,Mengen®
als undefinierte Grundbegriffe behandeln und die Mengenbildungsprozesse
formal genau regulieren. Im Rahmen dieser Systeme ist bislang kein Wider-
spruch aufgetreten. Man kann aber, wie wir heute aufgrund der Arbeiten
des Logikers Kurt Godel wissen, auf formalem Wege niemals beweisen, dal
ein Widerspruch wirklich ausgeschlossen ist.’ Der einzige Weg zur Absi-
cherung der Widerspruchsfreiheit besteht also anscheinend darin, daf man
mit Cantor Mengen als reale abstrakte Gedanken (d.h. als eine Axt von pla-
tonischen Ideen) ansieht und fiir diese realen Mengen das Erfiilltsein der
Axiome durch auBermathematische phinomenologische Betrachtungen si-
cherstellt.* So muB man also zur Fundierung der Mengenlehre und der dar-
auf basierenden gesamten Mathematik auf die intuitive Cantorsche Men-
genauffassung zuriickgreifen, die wiederum durch ein ,unzerreiflbares
Band‘ mit Metaphysik und Theologie verbunden ist. Mit anderen Worten:
Zur Fundierung der Mathematik bleiben wir auf die Metaphysik angewie-
sen!

III. Der Mengen- und Unmengenbegriff

Nach Cantor ist eine Menge M eine ,Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschawung oder unseres Denkens
(welche die ,Elemente* von M genannt werden) zu einem Ganzen“.> Cantor
selbst hat diese Definition nicht genauer erklirt, ich méchte aber versuchen,
die dahinter stehenden Intuitionen zu prizisieren. Eine ,Zusammenfassung*
im Sinn dieser Definition diirfie ein durch menschliches Denken prinzipiell
addquat erfassbarer Gedanke sein, welcher die zusammengefaiten Objekte
beinhaltet,® also eine Art ,geistiger Behilter® fiir diese Objekte ist. Als

* Die Unmdglichkeit eines formalen Widerspruchsfreiheitsbeweises folgt aus dem 1931 von
Godel bewiesenen ,Unvollstindigkeitssatz®.

4 Vel. L. Neidhart, Unendlichkeit im Schnittpunkt von Mathematik und Theologie, Gottin-
gen 2007.

3 E. Zermelo, Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin 1932, §. 282.

6 Mengen solien — im Gegensatz zu den noch einzufiihrenden Unmengen — durch unser
Denken addguat erfaBbar sein. Das schlieBt nicht aus, dal es Mengen mit unendlich vielen
Elementen gibt, dean es gibt unendliche Vielheiten, die wir durchaus adiquat erfassen, auch
wenn dies nicht durch eine unmittelbare, voll-anschauliche Wahmehmung geschieht. So wird
z.B. die Vorstellung der unendlich vielen Punkte einer begrenzten Linie durch die Anschau-
ung der (unmittelbar wahrgenommenen) Linie vermittelt, dadurch aber wird die Vielheit aller
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Mengen sind aber keine konkreten Gedanken geeignet, die ein bestimmter
Mensch zu siner bestimmen Zeit denkt, sondern mir abstrakte: Wir milssen
also von den Gedanken, die wir als Mengen ansehen wollen, jeden Zeit-
und Subjektbezug entfernen. Was dann herauskommt, sind so etwas wie
platonische Ideen oder abstrakte mogliche ,Formen‘ menschlichen Den-
kens, die ich ,Denkformen® nenne. Damit eine Denkform eine Menge ist, ist
schlieBlich noch zweierlei erforderlich. Erstens muB ihr Inhalt eine Gesami-
heit von Individuen sein, d.h. eine Gesamtheit von Objekten, die (in dieser
Denkform) als nicht zusammengesetzte Einheiten erscheinen, und die daher
,Elemente‘ der Denkform heifien. Zweitens darf zum Inhalt nur die reine
Gesamtheit dieser Elemente gehoren, d.h. die Denkform mufl so abstrakt
sein, daB jeder Zusatz zum bloBen Vorhandensein dieser Elemente (2.B. ei-
ne gedachte Reihenfolge oder Ordnung zwischen ihnen) fehit. Diese Uber-
legungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Definition: Eine Menge ist eine Denkform, die eine reine Gesamtheit von
Individuen beinhaltet, welche die Elemente der Menge heiBen.

Das wichtigste Anliegen der Mengenlehre ist es nun, beliebige Vielheiten
selbst wie Individuen zu behandeln. Bine Menge soll demnach ein neues In-
dividuum sein, welches eine Vielheit von Individuen reprisentiert. Wir
miissen also streng genommen eine Vielheit (die z.B. aus drei Individuen 4,
b und ¢ bestehen kann) von der entsprechenden Menge unterscheiden, in
welcher die Vielheit gewissermafien zu einer neuen Einheit zusammengezo-
gen ist. Diese Menge bezeichnet man durch eine Aufzahlung ihrer Elemente
in geschweiften Klammern: {a,b,c}. Statt von Vielheiten sollte man eigent-
lich besser von Gesamtheiten sprechen: Gesamtheiten sind allgemeiner als
Vielheiten, da eine Gesamtheit nicht nur aus vielen Individuen, sondern
auch aus nur einem einzigen bestehen und im Grenzfall sogar das reine
Nichts sein kann. Nicht nur jede Vielheit, sondern jede Gesamtheit machte
man durch eine Menge darstellen koénnen. Mengen, die eine Gesamtheit von
nur einem einzigen Individuum ¢ zusammenfassen, heiBen einelementige
Mengen {a}, und die Menge, dic das reine Nichts zusammenfalt, heibt die
leere Menge {}.

Es stellt sich nun die Frage, ob man wirklich jede Gesamtheit durch eine
Menge darstellen kann. Wenn ja, so miifiten sich Gesamtheiten und Mengen
vollkommen gegenitberstehen, wie es durch folgendes Diagramm veran-
schaulicht wird:

dieser Punkte vollkommen adiquat erfaBt und firr prizise mathematische Betrachtungen zu-
ginglich gemacht.
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Gesamtheiten Mengen
m e /Menge, deren Elemente die Individuen von A sind \
B w—————— | Menge, deren Elemente die Individuen von B sind
< * » Menge, deren Elemente die Individuen von € sind

AN .

Die wahre Situation ist jedoch, dal es Vielheiten gibt, zu denen keine ent-
sprechende Menge existiert, es gibt also ,mehr® Gesamtheiten als Mengen:

{Fesamtheiten Mengen

m e /Mange, deren Elemente die Individuen von A sind \
B —— Menge, deren Elemente die Individuen von B sind
o s e Menge, deren Elemente die Individuen von C sind

Der Grund hierfiir ist, da} diese Vielheiten so groB und untibersichtlich
sind, daB ein Widerspruch entsteht, wenn man versucht, sie als Einheit zu
denken bzw. in eine Menge einzuschliefen. Man konnte nun vermuten, daf3
die Grenze zwischen den in einer Menge einschlieBbaren Vielheiten und
den jede Mengengrenze sprengenden Vielheiten gerade die Grenze zwi-
schen endlichen und unendlichen Vielheiten ist. Aber dem ist nicht so.
Zwar sind alle unendlichen Vielheiten fiir uns mehr oder weniger uniiber-
sichtlich, aber eine derartig ,absolute* Uniibersichtlichkeit, daf} sich beim
Versuch der Zusammenfassung logische Widerspriiche einstellen kénnen,
wird man nicht fiir jede unendliche Vielheit behaupten wollen. So gibt es ja
relativ tibersichtlich zusammengefasste unendliche Vielheiten wie z.B. die
unendliche Vielheit der Punkte auf einer Linie, die sicher keinen Wider-
spruch involvieren.

Die Grenze verlduft also zwischen ,relativ kleinen und iibersichtlichen
unendlichen Vielheiten und ,unvorstelibar grofen® unendlichen Vielheiten.
Die Existenz solcher alle Grenzen unserer Vorstellung sprengenden Viel-
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heiten hat bereits Cantor erkannt: Er nannte sie inkonsistent unendlich oder
auch absolut unendlich.” Eine passende deutsche Bezeichnung flir die in-
konsistenten Vielheiten ist das Wort Unmenge, in dem zugleich zwei
Merkmale der inkonsistent unendlichen Vielheiten zum Ausdruck kommen:
Das Wort bezeichnet einerseits etwas sehr GroBes, andererseits kann es als
Negation von ,Menge aufgefait werden.

Definition: Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die
so groB ist, daBl die dazugehdrigen Individuen nicht in einer Menge enthal-
ten sind.

Das Gegeniiber von Gesamtheiten und Mengen 148t sich nun wie folgt
veranschaulichen:

konsistente Gesamtheiten Mengen
Nichts \ -— leere Menge {}
Individuen * * Einermengen
endliche Vielheiten i mnrrriie endliche Mengen
konsistente unendliche Vielheiten — unendliche Mengen

.

Unmengen

inkonsistente unendliche Vielheiten

Die konsistenten Gesamtheiten sind diejenigen, denen eine Menge ent-
spricht: Dazn gehdren neben endlichen auch gewisse unendliche Gesami-
heiten. Noch gréfer als diese sind die inkonsistenten Vielheiten oder Un-
mengen, denen keine Menge entspricht. Mengen und Unmengen fafit man in
dem Begriff der Klasse zusammen:

Definition: Eine Kl/asse ist ein Objekt, das eine Menge oder eine Unmen-
ge ist.

Um nun die Existenz von Unmengen zu beweisen, gebe ich ein ,Verfah-
ren‘ ap, mit dem sich Unmengen gedanklich ,aufbauen‘ lassen. Zunéchst
puB man sich davon iiberzeugen, daB zu jeder Menge M Individuen existie-
ren, die keine Elemente von M sind, und die ich daher Aufenindividuen von

7 ¥gl. Cantors Brief an Dedekind vom 03.08.1889, in: Georg Cantor, Briefe, hg. von H.
Meschkowski/W. Nilson, Berlin u.a. 1991, S. 407,
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M nenne. Zum Beispiel ist M kein Element von sich selbst, und so ist A
selbst ein AuBenindividuum von M. Dazu kommen natiirlich immer noch
unendliche viele weitere AuBenindividuen, Nun zu dem Verfahren:

Verfahren zur Bildung von Unmengen: Wir wihlen zu jeder Menge ein
AuBenindividuum aus, und bilden dann eine Vielheit V, die mindestens die-
se ausgewihlten Aufenindividuen umfaft. V ist dann eine Unmenge.

Beweis: Angenommen, ¥ ist keine Unmenge. Dann gibt es eine Menge M,
die alle Individuen von ¥V beinhaltet. Da M aber eine Menge sein soll, und
wir zu jeder Menge ein AuBenindividuum ausgewshlt haben, gibt es auch
ein AuBenindividuum i von M, das wir ausgewahlt und zur Vielheit ¥ hin-
zugefiigt haben. Dann gilt einerseits, daB dieses 7 in M Hegt (weil M ja alle
zu ¥V gehérigen Individuen enthalten soll), aber andererseits ist { ein Au-
Renindividuum von M und muf} daher auBerhalb von M liegen. So miifite
zugleich in und auBlerhalb von M liegen, und dieser Widerspruch zeigt, da
die Annahme falsch war. Also ist ¥ eine Unmenge.

Nach diesemy Verfahren kapn man unendlich viele Unmengen bilden,
denn zu jeder Menge gibt es unendlich viele Moglichkeiten, ein AuBenindi-
viduum avszuwihlen. Wihlt man z.B. zu jeder Menge als Auflenindividuum
die Menge selbst aus, so ist die Vielheit der ausgewdhlten Individuen die
,Vielheit aller Mengen®, die ich mit M bezeichne. M ist also eine Unmenge,
und dasselbe muB dann erst recht fiir die noch umfassendere Vielheit gelten,
die ,alle Dinge® enthiilt und die man 1D nennt. So kénnen wir festhalten:

Theorem: Die Vielheiten M und 1D sind Unmengen.

Neben dem Klassenbegriff, in dem Mengen und Unmengen zusammenge-
fasst werden, benétigen wir noch die Begriffe der Teilmenge und der Po-
tenzmenge:

Definition: Eine Teilmenge einer Menge M ist eine Menge, deren Ele-
mente alle in M liegen.

Ist beispielsweise M die dreielementige Menge {a,b,c}, so hat M die fol-
genden Teilmengen:

—  die leere Menge {1,

—  die drei einelementigen Mengen {a}, {b} und {c},

—  die drei zweielementigen Mengen {a,b}, {b,c} und {a,c},

— und schiieBlich ist die dreiclementige Menge M selbst auch eine Teil-
menge von M.

Insgesamt hat das dreielementige M also acht Teilmengen. Sieben von ih-
nen sind von M selbst verschiedene, ,kleinere* Teilmengen: Diese heiBlen
echte Teilmengen von M,

Definition: Zu jeder Menge M kann man die Potenzmenge P(M) bilden,
deren Elemente die Teilmengen von M sind.
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Man nimmt alsc gewissermaBen alle Teilmengen aus M heraus und stellt
sie zu einer neuen Menge P(M) zusammen. Durch fortgesetzte Potenzmen-
genbildung gelangt man schnell zu sehr groBen Mengen: Die Potenzmenge
einer 3-elementigen Menge {a,b,c} ist, wie wir gesehen haben, eine 8-
elementige Menge; deren Potenzmenge aber hat bereits 256 Elemente usw.
Daf man durch Potenzmengenbildung auch aus jeder unendlichen Menge
eine groBere machen kann, ist der Kern des sogenannten Satzes von Cantor,
auf den ich gleich noch zuriickkommen werde. Nun zunéchst zur Definition
der Unendlichkeit.

1V. Die Definition der unendlichen Menge

Zur Vorbereitung der Definition der Unendlichkeit mufi zunichst erklért
werden, wie man zwei Mengen der Grofie nach vergleicht. Was es fiir Men-
gen A und B heift, daf sie ,gleich grof* sind oder daf die eine .kleiner®
oder ,groBer” als die andere ist, erkldrt man in der Mengenlehre mittels Re-
lationen. Eine Relation zwischen Mengen 4 und B ist eine Zuordoung zwi-
schen den Elementen von 4 und B, die man durch Pfeile darstellen kann,
die von Elementen von A ausgehen und auf Elemente von B zeigen. Wenn
von jedem Element von A nur ein Pfeil ausgeht, heift die Relation linksein-
deutig. Wenn auf jedes Element von B nur ein Pfeil zeigt, heiit sie recht-
seindeutig, und wenn sie sowohl links- als auch rechtseindeutig ist, heifit sie
beidseitig eindeutig. Eine beidseitig eindeutige Relation stellt die Elemente
von 4 und B so gegentiber, daf sie sich eins-zu-eins gegeniiberstehen. Eine
solche Relation nennt man auch eine Bijektion.

A B A B A B
a|—| X JE— 1 a|— | X
b|—| ¥ '?:Y b|—|¥
c/ z c z

linkseindeutig rechtseindeutig beidseitig eindeutig

Wir kdnnen nun zwei Arten des Groflenvergleichs zwischen Mengen defi-
pieren. In der Mengenlehre ist folgender GroBenvergleich iiblich, den ich
,relationstheoretisch® nenne:

Relationstheoretischer GroBenvergleich: Mengen 4 und B heiflen relati-
onstheoretisch gleich grof oder gleichmdchtig, wenn es eine Bijekrion zwi-
schen 4 und B gibt. Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine links- bzw.
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rechtseindeutige Relation zwischen 4 und B, heilit 4 relationsthecretisch
grdfier bzw. kleiner als B.

Im alltiglichen Sprachgebrauch ist dagegen eher folgender GroBenver-
gleich iiblich, den ich ,ergiinzungstheoretisch® nenne:

Erginzungstheoretischer Grofenvergleich: Fine Menge A heillt ergdn-
zungstheoretisch kleiner bzw. gréfier als B, wenn A eine echte Teilmenge
von B bzw. B eine echte Teilmenge von A4 ist.

Wihrend nun filr endliche Mengen die beiden Begriffe in einem gewissen
Sinn zusammenfallen — eine Menge, die ergdnzungstheoretisch kleiner oder
groBer als eine endliche Menge A ist, ist immer auch relationstheoretisch
kleiner bzw. grofer als 4 — fallen sie im Unendlichen erstaunlicherweise
ayseinander: Fiir eine unendliche Menge 4 kann nimlich eine ergdnzungs-
theoretisch Kleinere oder grifiere Menge dennoch relationstheoretisch die
gleiche GroBe wie 4 haben.

1. Beispiel: Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist ergénzungstheore-
tisch groBer als die Menge N* der natiirlichen Zahlen ohne die Null — sie ist
um genau ein Element gréfier — aber relationstheoretisch sind beide gleich
groB.

N
/"”"\‘
H
1
2

WI\JI—‘JZ*

R [rum—— JE.

P N/

2. Beispiel: Die Menge N aller natiirlichen Zahlen ist wiederum erganzung-
stheoretisch gréfer als die Menge Ng der geraden Zahlen — sie ist sogar um
unendlich viele Elemente gréBer — und dennoch sind auch diese beiden
Mengen relationstheoretisch gleich grof.
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N
~
0
1
2

hmo)mz

| ——la ..

—/ \_/

3. Beispiel: Eine unbegrenzte Gerade ist gleichméchtig mit einem begrenz-
ten Intervall AB, obgleich das Intervall erganzungstheoretisch unendlich
viel kleiner ist.

A B

Um dies zu sehen, verbiegen wir die Strecke 4B zunichst zu einem Halb-
kreis:

J
Wir mitssen nun zeigen, wie wir jeden Punkt der Geraden mit einem ent-
sprechenden Punkt des Halbkreises verbinden konnen, so dafl sich eine Bi-

jektion ergibt. Ist nun x ein beliebiger Punkt der Geraden, so koénnen wir x
mit dem Mittelpunkt M des Halbkreises durch eine gerade Linie verbinden:

=

Diese schneidet den Halbkreis in einem Punkt y, und mit diesem soll unsere
Bijektion x verbinden. Auf diese Weise konnen wir offenbar dic Punkte der
Geraden mit den Punkten des Halbkreises restlos zu Paaren zusammenstel-
Ien und bekommen eine Bijektion.

Dieses Phinomen, dab relationstheoretische Gleichheit trotz erginzungs-
theoretischer Ungleichheit bestehen kanu, ist fiir unendliche Mengen cha-
rakteristisch und wurde von Cantor (1878) und Dedekind (1887) zur exak-
ten Definition des Unendlichen verwendet:

Definition der Unendlichkeit: Eine Menge heift unendfich, wenn sie mit
einer erginzungstheoretisch kleineren Teilmenge gleichmichtig ist.
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Das ist eine klare Definition, wahrend die frither iiblichen miBverstind-
lich, verworren und teilweise auch falsch waren.®

V. Der Satz von Cantor und seine
philosophisch-theologische Konsequenzen

Satz von Cantor: Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist stets relations-
theoretisch gréfer als M.

Dieser auf eine Arbeit Cantors aus dem Jahre 1890 zuriickgehende Satz’
ist fiir endliche Mengen sofort einsichtig, aber fiir unendliche Mengen hat
gich im letzten Abschnitt gezeigt, daB groBer aussehende Mengen dennoch
relationstheoretisch gleich groB sein konnen. Dab P(M)} also auch im un-
endlichen Fall relationstheoretisch grifer als M ist, ist anschaulich nicht
evident, man muB es beweisen. Hierzu nehmen wir an, was wir widerlegen
wollen: DaB es eine Bijektion zwischen M und P{M) gibt. Die Zuordnungen
dieser Bijektion kénnten beispielsweise wie folgt aussehen:

P(M)

—{{b,c,d,e, f} \

— | {a,b}
—— {}
[T —— M

—| {a,b,c}

Hamp..ocrgo)g

—| {c,d, e}

8 Z.B. war es iiblich, ,unendlich® mit ,unzahlbar* oder mit ,nicht durchschreitbar® gleichzu-
setzen. Das scheint einfach falsch zu sein: Wenn ich den Finger von A nach B bewege, durch-
schreitet er die unendlich vielen Punkte, die dazwischen sind. Und wenn ich entweder unend-
lich viel Zeit habe oder in endlicher Zeit immer schneller zdhle, kann ich das Unendliche auch
zihlen. Eine andere Definition besagte, das Unendliche sei das Unbegrenzte, nicht Definierba-
re, nicht Begreifbare, niclit Uberschaubare usw. Das ist vom Ansatz her nicht falsch, aber es
handelt sich hier um dunkle psychologische Begriffe, dic man prizisieren mifts. Ganz anders
verhilt es sich mit der obigen mathematischen Definition, welche auf den véllig klaren Begrif-
fen der Teilmenge und der Gleichmichtigkeit basiert.

9 Cantor hat 1890 einen hierzu iquivalenten Satz bewiesen (vgl. E. Zermelo, Georg Cantor,
a.a.0,, 5. 278-281).
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Wir fiihren dies nun ad absurdum, indem wir eine Teilmenge T von M kon-
struieren, die rechts nicht aufgefiihrt ist, also nicht in der Menge P(M) aller
Teilmengen von M liegt, was ein Widerspruch ist. Die ersten Schritte der
Konstruktion von T sind folgende:

1. Schritt: In der dem a zugeordneten Menge {b,c.d.ef} ist a selbst
nicht enthalten. Wir nehmen deshalb a in die zu konstruierende Men-
ge T auf. Es ist also T = {a, ...}, und so unterscheidet sich T durch
das Beinhalten des Elements a von der Menge {b,c.d.ef}.

2. Schritt: In der dem » zugeordneten Menge {a,b} ist & enthalten. Wir
nehmen deshalb & nicht in die zu konstruierende Menge T auf. Unser
T hat also immer noch die Gestalt {a, ...} und unterscheidet sich
durch das Nicht-Beinhalten von & von der Menge {a,b}.

3. Schritt; In der dem ¢ zugeordneten leeren Menge {} ist ¢ nichf ent-
halten. Wir nehmen deshalb ¢ in die zu konstrujerende Menge T auf.
T hat nun die Gestalt {a,c, ...} und unterscheidet sich durch das Be-
inhalten des Elements ¢ von der leeren Menge usw.,

Auf diese Weise erhalten wir offensichtlich eine unendliche Teilmenge 7,
die von allen links aufgefithrten Teilmengen verschieden ist. Durch diesen
Widerspruch ist der Satz von Cantor bewiesen.

Die erste philosophische Konsequenz aus dem Satz von Cantor ist nun die
fiir die Ontologie bedeutsame Tatsache, dai es unendlich viele, qualitativ
verschiedene Stufen des Unendlichen gibt. Naherhin stellt sich heraus, daB
die mit der Menge N der natiirlichen Zahlen gleichmiéchtigen Mengen auf
der tiefsten Stufe des Unendlichen liegen. Hierzu gehdren auch die Menge
7 der ganzen Zahlen und die Menge Q der Bruchzahlen. Man spricht diesen
Mengen die Stufe der sogenannten abzdhlbaren Unendlichkeit zu. Nach
dem Satz von Cantor existiert dariiber eine hhere Stufe des Unendlichen,
welcher die Potenzmenge P(&) und die damit gleichméchtigen Mengen an-
gehoren: Hierzu gehbren die Menge R der reellen Zahlen, die Menge C der
komplexen Zahlen und auch alle sogenannten kontinuierlichen Mengen
(Strecken, Geraden, Ebenen, sowie der ganze Raum). Diesen Mengen
spricht man die kontinuierliche Unendlichkeit zu. Wieder nach dem Satz
von Cantor existiert eine noch hohere Stafe des Unendlichen, welcher die
Potenzmenge P(P()) und alle mit dieser Menge gleichmichtigen Mengen
angehoren. Hierzu gehort die Menge aller reelien Funktionen und ebenso
die Menge aller komplexen Funktionen. Man spricht daher von funktionaler
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Unendlichkeit usw. Uber all diesen unendlich vielen Stufen der Unendlich-
keit liegen schlieBlich die Unmengen.'”

Der Satz von Cantor hat nun des weiteren eine Konsequenz fiir die meta-
physische Psychologie, die Lehre vom Wesen des Menschen. Dall es keine
grofite Menge gibt, bedeutet ja, wenn wir unsere Interpretation der Mengen
alg mégliche Formen menschlichen Denkens zugrunde legen, dal} es zu je-
dem Akt menschlichen Denkens, in dem wir eine Vielheit zu einer Einheit
zusammenfassen, stets einen weiteren Erkenntnisakt derselben Art gibt,
dessen Inhalt noch umfassender ist als der des ersten. Unsere Evkenntnis ist
daher grundsitzlich stets erweiterungsfihig. Das aber heifit zweierlei: Zum
einen erreichen wir nie so etwas wie Allwissenheit, zum anderen kdnnen
wir die Grenzen unseres momentanen Wissens immer wieder fiberschreiten.
Beides zusammen heibt klassisch ausgedriickt: Menschliches Evkennen ist
potentiell unbegrenzt.!!

Dieses Faktum bestitigt auch die theologische Einstufung des Menschen,
wonach dieser in der Mitte zwischen dem in festen Grenzen eingeschlosse-
nen Teil der Schopfung und dem absclut unendlichen Gott steht.

VI Das Reflexionsprinzip und sein
theologischer Hintergrund

Das Reflexionsprinzip wurde von Azriel Levy 1960 als ein Fundamental-
axiom vorgeschlagen, aus dem sich die Existenz hochgradig unendlicher
Mengen ableiten 1481.72 Es lautet in vereinfachter Form:

Reflexionsprinzip: Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer Unmenge gibt
es stets auch eine Menge, welche diese Eigenschaft ebenfalls hat.

19 Dig Frage, ob es im Bereich der Unmengen ebenfalls Stufen gibt, ist bis heute offen. Auf
der maximalen Unmengenstufe steht aber jedenfalls die Unmenge [¥ aller Dinge.

1 Etwas, dessen Grofe stets vermehrt werden kann, das aber dennoch immer begrenzt
bleibt, heilit porentiell unbegrenzt, wihrend das aktual Unbegrenzte tatsichlich unbegrenzt ist.
Wihrend die potentielle Unbegrenztheit unseres konkrefen, voll-anschaulichen Vorstellungs-
vermdgens auch ohne den Satz von Cantor erweisbar ist (etwa mittels der Tatsache, dall wir
uns keine unendliche Vielheit konkret und in voller Anschaulichkeit vorstellen kénnen, wohl
aber eine endliche Strecke in unserer Vorstellung stets noch verlingert werden kann), zeigt
der Satz von Cantor, daB auch unser abstraki-mathematisches Denken, mit welchem wir die
noch relativ itbersichilichen, konsistenten unendlichen Vielheiten erfassen und der Berech-
nung unterwerfen kénnen, nur potentiell unbegrenzt ist, weil und insofern es auch fiir dieses
Denken immer ein Dariiberhinaus gibt. Versuchen wir, etwas wirklich absclut Grenzenloses
zu denken (z.B. die Unmenge /3), so stellen wir fest, daB8 es sich uns als ein inkonsistent Un-
endliches darbietet, das wir auch auf der abstrakt-mathematischen Ebene nicht mehr adiquat
be%reifeu kdnnen.

2 vgl. 4. Levy, Principles of reflection in axiomatic set theory, in: Fundamenta Mathe-
matica 49 (1960), 8. 1-10.
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Mit diesem Prinzip kann man die Existenz von zahireichen unendlichen
Mengen ableiten, die einer Unmenge in verschiedener Weise &hnlich sind,
und daher eine exorbitante GrdBe haben koénnen. Als Beispiel betrachte man
den folgenden Existenzsatz:

Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, daB sie unendlich viele Mengen
enthilt, und mit jeder ihrer Mengen M stets auch deren Potenzmenge P(M)
als Element enthalt.

Beweis: Die Unmenge I hat diese Eigenschaft, weil 1) alle Mengen
schlechthin enthilt. Per Reflexionsprinzip gibt es also auch eine Menge mit
derselben Eigenschaft.

Allerdings mul man bei der Anwendung des Reflexionsprinzips vorsich-
tig sein: Zum Beispiel hat die Unmenge I die Eigenschaft, ,grofer als jede
Menge* zu sein. Daraus darf man nicht schliefen, daf} es auch eine Menge
gibe, die groBer als jede Menge ist (was ja ein Widerspruch wire). Was hat
man hier falsch gemacht? Das Reflexionsprinzip spricht von begreifbaren
Figenschaften. Es gibt also Eigenschaften, auf die das Reflexionsprinzip
nicht angewendet werden darf, und diese heilen dann nicht begreifbar. Da-
bei handelt es sich um Eigenschaften einer Unmenge, welche fiir die inkon-
sistente Unendlichkeit der Unmenge charakteristisch sind, und daher nicht
wirklich ,begriffen‘ werden kénnen. Die Eigenschaft, ,groBer als jede Men-
ge zu sein’ ist ein Beispiel hierfir.

Wie 1aft sich das Reflexionsprinzip plausibel machen? Eine Unmenge ist
inkonsistent unendlich und daher fiir unser Denken nicht adiquat begreif-
bar. Wenn wir also eine Eigenschaft einer Unmenge begreifen, kann man
davon ausgehen, daB es sich nicht um eine exklusive Eigenschaft von Un-
mengen handelt, sondern um eine solche, welche die Unmenge mit minde-
stens einer Menge gemeinsam hat. Wenn wir also zum Beispicl meinen, die
inkonsistent unendliche Unmenge i aller Dinge zu ,sehen’, haben wir in
Wirklichkeit nur eine duBerst groffe Menge im Blick, in der sich eine Eigen-
schaft von 1D ,widerspiegelt® (reflektiert).

Zu diesem Prinzip gibt es eine bemerkenswerte Parallele in der Theolo-
gie. So sagt Papst Gregor der GroBe (um 540-604), um die unendliche Er-
habenheit Gottes auszudriicken: ,,Was immer nun von ihm [Gott] geschaut
wird, ist noch nicht er selbst, sondern ist unterhalb von ihm®.'? In dieser
Analogie entspricht dem theologischen Gottesbegriff der Unmengenbegriff,
insbesondere der Begriff der Klasse i aller Dinge, der sogenannten All-
klasse. In der Tat steht die Allklasse I mit dem Gottesbegriff in so enger
Beziehung wie kaum ein anderer unserer Begriffe: It ist eine Art Reprasen-
tation des géttlichen Wesens. Zwar mufl man einschrinkend sagen, daB die
Allklasse nicht direkt Gott ist: Denn Gott ist ja ein Individuum und keine

13 Gregor der Grofe, Ezechielkommentar Kap. 2, Homilia 2, § 14.
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Klagse. Aber Gott mufl als Allwissender die Allklasse verstandesmifig
vollkommen erfassen, so daB diese Klasse als der wesentliche Inhalt des
gottlichen Verstandes bezeichnet werden kann, so dass ein vollstindiges
Begreifen der Allklasse einem vollstindigen Begreifen Gottes gleichkime.
Das Reflexionsprinzip der modernen Mengenlehre kann daher als ein ei-
gentlich ,theclogisches’ Prinzip bezeichnet werden, das bereits von Mysti-
kern wie Papst Gregor dem Grofien ausgesprochen wurde.
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